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es Nouveaux Précis Bréal sont congus pour apporter aux étudiants des

classes préparatoires une aide efficace dans leur travail. Tout en conservant
la rigueur des éditions précédentes, nous nous sommes efforcés d'aplanir au
mieux toutes les difficultés inhérentes au discours scientifique. Nous savons par
expérience que le rythme de lo prépa n'autorise aucune perte de femps, e
nous pensons qu'une explication claire et précise permet d'éviter au lecteur tout
« blocage = inutile.

Strictement conforme au nouveau programme, cet ouvrage s'adresse @ tous les
étudiants de premiére année de la filiere MPSI. Chaque chapitre est divisé en
trois parties complémentaires.

= Le Cours, qui présente les principaux raisonnements @ comprendre et &
connaitre, accompagnés de nombreuses applications directes afin d'assi-
miler immédiatement les notions traitées.

» Les poges Méthodes, qui contiennent deux rubriques indispensables @ la
progression personnelle : L'essentiel permet de mémaoriser rapidement fout
ce qu'il faut retenir du chapitre, et la Mise en ceuvre expose les grandes
méthodes afin d’acquérir les bons « réflexes » en situation.

s les Exercices, clossés par niveoux de difficulté, dont les solutions
détaillées sont enrichies d'astuces et de conseils [précédés des logos L. ou
/N ). Certains exercices sont accompagnés de courtes indications,
comme en colle : il suffit parfois d’'un petit « déclic » pour démarrer |

Il nous est apparu nécessaire d'occorder aux Méthodes et aux Exercices
une ploce équivalente & celle du Cours. En effet, I'apprentissage ne peut pas
étre efficace sans combiner éfroitement ces trois dimensions : comprendre,
savoir faire et s'entrainer. En revanche, s'il organise intelligemment son travail,
I"étudiant pourra s'améliorer dans toutes les disciplines en gérant au mieux son
temps et ses efforts, principale condition de la réussite,

sodoud-juvel”

Ainsi, les éludiants de MPSI disposeront, en électromagnétisme, d'un oufil de
travail complet, adapté au rythme soutenu de cette premiére année de prépo-
ration aux concours.

Mous espérons que ce Mouveau Précis les nidera & accéder avec confiance en
deuxiéme année et nous répﬂndrnns volontiers a toute suggesfion, remarque ou
critique par e-mail a I'adresse infos@editions-breal.fr.

L'éditeur et les auteurs

This One

(i
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CHAPITRE

nLa lot de Coulomb

Introduction

C'est a parur de la loi de Coulomb, qui decrit I'interaction entre deux charges électriques
ponctuelles, gue toute la théone de 'électrostatique s’¢st construite.

Outre I"énoncé de cette loi, le premier chapitre décrit les types de distributions de charges
rencontrés ultérieurement dans le cours d’électrostatique ; il introduit de surcroit 1"outil
de calcul associé (les inégrales multiples) et pose les propriétés fondamentales des sys-
témes étudies (conservation de la charge, principe de superposition).

En mecanique « classique », la loi de la gravitation universelle a une forme mathematique
similaire a la loi de Coulomb, ce qui permet de traiter les problémes de gravitation

(attraction entre masses) de la méme maniére gue les problémes d'électrostatique (attrac-
tion-répulsion entre charges).

Plan du chapitre 1

A. Interactions de deux charges électriques
1. Enoncé et conséquences de laloideCoulomb .. .....cvcviiviericnnnnnnns B
2. Mise en évidence expérimentale .............c¢ccverrrrerorarasraranrna B

B. Les charges électriques
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1. Charles Augustin da Coulamb
[1736-1808], physician frangais,
etablit bes lois thisorigues of
papanmentales de
I'ehecirostatigue.

2. [ans las prodlémes
d'&lectrostatiqus, |'sir est trés
souvent assimili au vide.

Ei-g-I - Foree de Coulomb exercée
par la charge g, sur la charge (g,
gt g, sont de signes opposés],

1 0na:TN=1ky-m-e? [daprés
la deuxdme lod de Mawdan]

et 1 C = 14-s{daprés la définition
de Firmansité du courant
Eleciriguel.

4. On parle aussi de = principe de
I'action et de ks réaction =

a.
:"J'l _." _L &
.MI I'.'I?
b.
S &
- ...-. .-.-. -
r""l M:

Fig. 2 - n. Les charges g, 8t g,
sont de signes contraires,

b. Les charges g, et q, sont de
miima signe,

.F-ig. 3 - Apris contact, b biban et
la sphare sont chargis négative-
mart ; |a sphére s'acarte du biton,

5 Uexarcice 6 reprend cetta
manipulation dans une étude
quantitative,

A. Interactions de deux charges
electriques

A.l. E‘.nnncéetcoméquen:en de la loi de Coulomb

* La loi de Coulomb' décrit I'interaction entre deux charges électriques ponc-
tuelles immobiles dans le vide'. Soit la charge g, placée au point M, et la

. charge g, placée au point M,.

Loi de Coulomb
La force F'L,2 exercée par la charge poncruelle g, sur la charge ponctuelle
g, 4 pour expression (fig. 1) :
Fu force en newton (IN)
Fpm b i 4.9 =+ g, et g, charges en coulomb (C)
L r. = M,M, distance en mérre (m)
W, ,, vecteur unitaire (sans dimension)

— La constante & dépend du milieu. Dans le vide, elle vaut :
k= “LB. = 9-10* 81, ou g, est la permirtivité absolue du vide.

L'unité de & se retrouve & partir de I'expression de la force d'interaction élec-
trostatique’ :

Fy, 1l kg m- 5% x m?
R = —— ¢ MEeSUre &n ————— = kg-m* s A
4 (A-s)* s
— Le vecteur unitaire ,_, est orienté de M, vers M, sur la droite (M,M,) :
-5 MM,
=l M|MJ

* De méme, la charge g, subit de la part de la charge ¢, la force :

Ce resultat est préevisible, car 1 exprime la troisieme lol de Newton de la
mécanigue, aussi appelée principe des actions réciprogues’,

Deux charges g, et g, de méme signe se repoussent, alors que deux charges
g, et g, de signes contraires s'attirent (fig. 2).

A.2. Mise en évidence expérimentale

- D osuspend une boule de sureau, initialement neutre, i une polence avec un

fil. On électrise ensuite négativement un bdton d'ébonite en le frottant avec
une peau de char, puis on approche le bdwn de la boule jusqu'a la toucher :
lorsgue le contact a liew, une fraction de la charge portée par le baton passe
sur la sphére. Le bditon et la sphére, portant des charges de méme signe, se
repoussent (lod de Coulomb) : la sphére s'écarte alors immédiatement du
baron® (fig. 3).

1 Chapitre 1 : La Ioi de Couloimils



B. Les charges electriques

I3.1. Les particules chargées
* L'emistence de charges électriques dans la matiére est pressentic dés
I"Antiquitd, puisque les grecs Thalés de Milet (625-547 av. J.-C.) et Platon
(427-347 av. ].-C.), remarquent qu'il est possible d’attirer des corps légers en
frottant de "ambre. L'allemand Otto de Guericke (1602-1686) généralise le
phénomene d'attraction par frottement 4 un grand nombre de corps, avant
que le frangais Charles Frangois de Cisternay Du Fay (1698-1737) ne mette
en évidence deux formes d’électricité - I'une, » positive », obtenue en frottant
des corps transparents comme le verre ou le cristal ; I"autre, « négative «, obte-
nue ¢n utilisant I"ambre ou les corps résineux. Certains corps s’ attirent, tan-
& On paut Slactriser un corps : dis que d’autres se repoussent : Charles Augustin de Coulomb énonce alors,
- par frottement (b&ton d'ébonite) . en 1785, la loi d'interaction entre ces deux types de charges®,
e I * Au debut du xx° siécle, I'anglais Joseph John Thomson (1836-1940)

neutrg avec un autre corps chargé j ; . L .
produit wn transhert de fl'"“ﬂ“‘ﬂ? découvre le proton en étudiant 'hydrogéne. 11 en déduit la présence dans

- par influence (approcher un I'atome de deux types de charges élémentaires, indivisibles et opposées, de
conps chargé d'un corps neutre valeur absolue e = 1,6+ 101 C. En 1920, "'anglms Ernest Rutherford (187 1-
produst un déplacement des 1937) élabore un modéle dans lequel les atomes sont constitués de protons

charges dans celw-ci ol reste
glebalamant nautra, mais un axcés
local de charges comiraires & * En 1964, 'américain Murray Gell-Mann (né en 1929) propose une théo-

celles du corps chargé apparatd  rie selon laquelle les protons, notamment, sont bitis d partir d'entités encore

e LG TS plus petites, appelées guarks. Ces particules élémentaires, dont 'existence a

conformément & la lol de - . . h

Coulomb) éte prouvée dans les années 1970-1980 grace aux accélérateurs de haute
energie, portent des charges inférieures a ¢ (+ 3 £ 0u 3 ¢). La recherche

actuelle s'occupe a les référencer et 4 comprendre leur comportement dans
les réactions nucléaires .

et d'electrons.

7. Les quarks somt groupés par
triplets pour former les particules
du nowaw (proten el newtran), fs

sant solidement lids & Mintérigur H.2. Les échelles de grdeur
des nucléons par l'imberaction

forte, ce qui fait qu'en ne peut pas Lo €10¢ humain ressent les effets electriques a son échelle, le métre ou le cen-
les observer individusllamant timétre, tout au plus le millimétre. En revanche, les échelles de grandeur du
En effet, lorsqu'un quark s'éloigne  quark ou de 'électron (107'° m), du proton ou du noyvau atomique (10" m
:F;::';ﬁu uari, ba Ineee @ 10-"* m), de I'atome (10" m) ou des molécules {10-* m), sont inaccessibles

o enir pix et a ses sens. Il ne pergoit done pas la répartition discontinue des charges élec-

démesurgment - |e tripkat reste _ . . . .
donc « prisannier = & [intérieur rriques sur les atomes, mais uniquement les effers macroscopiques dus 4 un

du nucléon. L expérience a exceés de charges, positives ou négatives, dans une région donnée de 'espace.
naanmoing prouvd que les quarks
réagisserl comme ded panicules
quasi-libres lorsqu’un & projectile =

~ 8i l'exceés de charges posséde une étendue microscopique dans |'espace,
alors la charge est considérée comme ponciuelle.

trés énergétique sonde laur — Si 'exces de charges semble réparti sur une ligne, sur une surface ou dans
::';g:nmmm L e ] un volume, alors on considére une distribution de charges lindique, surfa-

cique (ou superficielle) ou volumigque. L'échelle de la discontinuivé des
charges étant microscopique, ces distributions sont continues.

A Iéchelle macroscopique, les distributions linéique, surfacique ou volu-
migue de charges sont toujours continues.

1.3, Charge totale d’une distribution

On exprime la charge totale @ d'une distribution de charges en fonction de
la densité lindigue, surfacique ou volumique de cette distribution.

- hi
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Fig. 4 - Célément d/ ports Ia
charge élémentaire dg = Adl

Fig. 5 - Ualément d5 porte la
charge élémentaire dg = adS

i
\ '#}

| k__q_y

Fig. & - Uilément dV porte la
charge @lémentaire dg = pdV¥

1.3.1 = Distribution lineigue de charges

Soit une distribution linéique de charges de densité A le long de la ligne T,
{La densité linéique A, exprimée en C-m', est la change par unité de lon-
gueur.) Sur un élément de longueur df (df est infinitésimal), on peut consi-
dérer la densité A constante : I'élément df porte donc la charge élémentaire

| dg= Adl iz 4). La charge totale Q portée par la ligne I est alors la somme
| des charges élémentaires dg portées par les éléments de longueur df.

La charge totale () d"une distribution de charges le long de la ligne I7 vaue ;

Q= erq = J‘Tld.i, avec A densité linéique de charges (C-m').

L'intégrale mathématique tradust le fait que 'on effectue physiquement la
somme d'un tres grand nombre de termes, chacun avant une valeur rés
petite, ¢t cela de maniére continue (de proche en proche).

B.3.2 - Distribution surfacique de charges

Soit une distribution surfacique de charges de densité o sur une surface 5.
(La densité surfacique a, exprimée en C+m 2, ¢st la charge par unité de sur-
face.) Sur un élément de surface infinitésimal dS, on peut considérer la den-
sité o constante : I'élément dS porte donc la charge élémentaire dg = odS
fig, 5). La charge totale ) portée par la surface 5 est alors la somme des
charges ¢lémentaires dg portées par les éléements de surface ds.

La charge totale Q d'une distnibution de charges sur la surface 5 vaut ;
Q= Hldﬂ o H;ﬂdS, avec O densité surfacique de charges (C-m™).

[5.3.3 = Distribution volumique de charges

Soit une distribution volumique de charges de densité p dans un volume V.
{La densité volumique p, exprimée en C-m™, est la charge par unité de

| wolume.) Sur un élément de volume infinitésimal dV, on peut considérer la

densité p constante : I"élément dV porte done la charge élémentaire dg = pdV
(fig. &), La charge totale ) portée par le volume ¥ est alors la somme des
charges elémentaires dg portées par les élements de volume dV.

La charge totale () d'une distribution de charges dans le volume V vaut :

Q= J’J'J;d.q = J-J:LL pdV, avec p densité volumique de charges (C-m™). |

13.3.4 = Cas d’une distribution de densité uniforme

* Lorsque la densité de la distribution de charges est uniforme, sa valeur est
constante et elle peur émre « factorisée » dans 'intégrale. Par exemple, pour
une distnibution volumique de densite p :

= = pav =off L av=ov

En effer, la somme de tous les éléments de volume dV est égale au volume
total V de la région de 1"espace contenant les charges. Si la valeur du volume
Y oest connue, alors il est inunle de calculer I'intégrale,

' Chapltra 1! La lor da Couwlamb



B, D'aprés le paragraphe
précédent, le calowl de cetie
intégrale simple, doubde ou tripks
st celul d'une longuewr,

d'une surface ou d'un wolume =i la
densité de ka digiribution es1
uniforme.

* Onoa de méme :
- pour une distribution linéique de densité A uniforme :
Q=] dg=| ar=af a=aL,
ou L est la longueur de la higne ;
— pour une distribution surfacigue de densité o uniforme :
Q= [[d¢ = [[ods = o[ a5 = s,

ou S est la surface totale.

C. Intégrales et systemes
de coordonnees

Pour déterminer la charge torale Q d'une distribution de charges, il faut cal-
culer une intégrale simple, double ou triple”. Lorsqu'on parcourt une ligne
[, une seule variable suffit 4 repérer les points de cette ligne ; en revanche, il
faut deux variables pour repérer les points sur une surface 5 et trois variables
pour repérer les points dans un volume V.

Le choix du systéme de coordonnées est donc trés important ; celui-ci doit
en effer érre adapté 4 la géeométrie du probléme, afin de simplifier au maxi-
mum les calculs.

C.1. Systemes de coordonnées
C.1.1 = Coordonnées cartésiennes

L 1

M M

=2
¥

=
¥

-
¥

ot : H

Fig. 7 - Le systéme de coordonnies cartisignnes,

Dans le repére orthonormé direct (O ; E: . I._I:_ s E:], un point M de l'espace est
repéré par ses coordonnées cartésiennes (x, v, z). Le vecteur position du
point M s"écrit alors ;

—E —# —F e

OM = xu_+ yu, + zu,,
Lorsque les coordonnées x, v ou 2 de M subissent une variation élémentaire
dx, dy ou dz, le point M se déplace respectivement de d.xE;, dy% ou d.ar;: .
Ainsi, le volume élémentaire dV est un petit parallélépipéde recrangle
d'arétes dx, dy et dz ;

dV = dx = dy x dz.

Caurs




C.1.2 = Coordonnées cylindriques

1 &
oz
iy,
.'1 d}:]-'. nr
-_#'. .,+]
- i il
i, - ":J H: 4
1] B f ! 0k : ‘
- . i
B . P B e
e ri.
B e T
< &
X — X dr
i

Fig. B - Le systéme de coordonnées cylindriques.

On peut aussi repérer tout point M de I*espace par scs coordonnées cylin-

driques (r, B, 2} (fig. B) :

- r représente la distance du point M i 'axe Oz (r > 0) ;

= B définit la position du point M autour de Oz (B angle compris entre 0 et
2m) ;

= z représente la cote du point M.

—
8. Cetto base estune base locale,  On définit la base” orthonormée directe L'E:, E:, E:j &N posant E: = on
car les diractions des vacteurs o, o . OH
et o, dépendent de la position du (H projection orthogonale du point M sur le plan xOy). Dans le repére

pairit M, orthonormé, le vecteur pnsitiﬂ:l.h:iu point M s’écrit alors :
OM = ru_+ zu.
Lorsque les coordonnées r, 8 ou = de M subissent une variation élémentaire
dr, d& ou de, le point M se déplace respectivement de dri?f_. MHE:: ou dzﬁ:.
Ainsi, le volume élémentaire dV est un petit parallélépipéde rectangle
d'arétes dr, nd er ds

dV = dr % rdf = dz.
C.1.3 = Coordonnées sphérigques
L] -
I
T u |
B M= ¥ i rol
N I E N i—ﬂ ; AR reinBog
i 4 T u, U4 .;“
0k i 0k . Y
¢ s & ¥ e
”:E ..r'y"' %.I.:_
H ¥ s
X X

Fig. 9 - Le systéme de coordoninées sphérigues.

. . \
18, Uneighe © st pas I mime Enﬁn on peut l].lﬂsrl repérer tout point M de I'espace par ses coordonnées
que celui des coordannéas sphériques (r, 8, @) (fig. 9) :
ﬂ'ﬁ‘“ﬂﬁﬁqﬂﬂ- car, en ﬂTﬂfﬂﬂﬂ"iﬂl — r représente la distance du point M au point O (r= OM > 0) ;

hirigues, cest Fangle i _ . . 0 5 .
:ﬁm“t position “Tl am:} - El et &' definissent la -I:-lll'ﬂ:'l:l-l:ln dans laquelle, dtpuu le point O, on voit le
de Oz point M (8 angle compris entre 0 et ®, & angle compris entre 0 et 2m).

Chapitre 1 La loi de Coulomb




11. Catte base est une base locale, ‘On définit la base'' orthonormeée directe Ea}:, u';, vi:] en posant ¥ = % .

£ar leg diractiong des veeteurs o, : . £ o o it ¥
u, sty dépendent de la posiion  1Dans le repere orthonorme (O ; u, 1y, u,), le vecteur position du point M

du poirt M, s’écrit alors : i

oM = r:._fl_.
Lorsque les coordonnées r, 8 ou ¢ de M subissent une variation élémentaire
dr, df ou dé, le point M se déplace respectivement de dru, rd@ u; ou
rainiidd 'E.-:- Aimnst, le volume élémentaire dV est un petit parallélépipéde rec-
tangle d’aréres dr, ndB er reinBdd :

dV = dr x vdf x rsinbBdd.

(C.2. Intégrales multiples

Lorsqu’on intégre sur une surface ou un volume, il est nécessaire de faire
varier plusicurs coordonnées. Le caleul d'une telle intégrale, dans le cas
genéral, est compliqué,. Cependant, si la fonction & invégrer est un produit de
foncrons de chacune des coordonnées et que les bornes d'intégration de
chaque coordonnée sont indépendantes des autres coordonnées, alors "inté-
grale multiple est égale au produit des intégrales simples'” ;

12, Cette propriétd ast ung
application du thiorkme de Fubsn),

”fﬂﬂsmhiﬂdﬂy# I flx)dx F g(y)dy j h{z)dz.

En premiére année, cetie pmprlﬂe st mumurs verlﬁe:e, e q1.|| permet dc 5
ramener dans tous les cas érudiés aux calculs d'intégrales simples.

Caleul d'un volume

Calculer, en utilisant une mtégrale, le volume d"un cvlindre de hauteur & et de ravon R,

Solution

Le systéme de coordonnées le micux adapté 4 cette géométrie
est le systeme de coordonnées cylindrigues (r, 8, z). On choisit
l'axe de révolution du cylindre comme axe Oz, son origine O :
étant placée au centre de l'une des bases du cylindre. Un élé-
ment de volume dV s'écrit :

dV = dr = rdb = ds,

Le volume V est la somme de tous les éléments de volume dV .

v=[[fav=[[[drxrdoxds, r

avec r varant entre 0 et K, 8 vanant entre 0 et 2x, = variant
entre 0 et i Comme la fonction d intégrer est un produit de -
foncrions de chacune des coordonnées, on a @ T

[ 2n T B " _ R =
\"—L i‘drxj:] d'El:n:JDdz-- -E.luxlﬂn x|z|‘0_-—i—x2:'rx.ﬁ-lﬂzk.

‘:r.l.rry
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i’ig. 10 - Force de grasitation
exercie par la masse m, sur la
musse m,

13. Néanmoins, les farces
gravilglionnelles sont toujours
aftractives, alors que les forces
d& Coulomb somt stiractves ou
répulsives sebon les sagnes des
charges.

14

Chapitra 1

D. Analogie et proprietes
fondamentales

12.1. Analogie : la loi de gravitation universelle

* La loi de la gravitation universelle décrit l'interaction entre deux masses
ponctuelles. Soit la masse m, placée au point M, et la masse m,, placée au

point Mz.

Loi de la grﬂvitll:inn universelle
La force FL , eXercée par la charge ponctuelle m, sur la masse poncruelle
m, & pour expression (g |
I*:, , force en newton (N)
" m, et m, masses en kilogramme (kg)

i r,, = MM, distance en métre (m)

M, ., Yecteur unitaire (sans dimension)

= La constante (& est la constante de gravitanon universelle. Elle vaur :
G = 6,67 10" K1,

L'unité de G se retrouve & partir de 'expression de la force d'attraction gra-
vitatonnelle :

Fiari -m-s* x m*
G=—210 g0 megure en —B-DF X IV kg'-m-s,
1 kg
- Le vecteur unitaire &, . est orienté de M, vers M, sur la droite (MM
oMM
[ Mllhi! N
De méme, la masse s, subit de la part de la masse m, la force :
* _ M — _ Fﬂ'lﬂf: —% —
F,=-0G - u_, =G - M, ==F,
12 F

* La forme mathémartique de la force d'attraction gravitationnelle entre deux
masses est analogue a celle de la force de Coulomb entre deux charges, les
masses jouant le rile des charges'*. En outre, i I'échelle humaine, la réparti-
tion de la masse dans la matiére est continue, ce qui permet de définir des
distributions linéiques, surfaciques ou volumiques de masse. De ce fait, les
problémes de gravitation peuvent étre traités de la méme maniére que les
problémes d’électrostatique.

1).2. Conservation de la charge électrique

* La charge ¢lectrique de tout systéme fermé (c’est-d-dire qui n’échange pas
de matiére avec 'extérieur) reste constante. Cette propriété a éré vérifiee
expérimentalement a toutes les échelles de grandeur et quelles que soient les
conditions physiques. De méme, la charge électrique est indépendante du
référentiel dans lequel on émdie le systéme : on dit que la charge reste inva-
riante dans un changement de référentiel.

La charge électrique d'un systéme ferme se conserve. ;

i La lod de Cowlomb
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Fig. 11 - Les charges g,. @, ot g,
orl kel e mbme signe.

* L'analogie entre la charge electrique et la masse inciterait 4 poser de meme
une loi de conservanion de la masse. A 'echelle macroscopique, et dans les
conditions de la mécanique « classique ¢ (c'est-d-dire, non relativiste), une
telle loi est verifide. Cependant, Albert Einstein (1879-1955) a émabli en 1905
la formule célébre E = mc? postulant "équvalence entre la masse et I"éner-
gie. La conservation de la masse n'est donc pas réalisée pour tous les sys-
temes',

i%3, Principe de superposition
» Constaté expérimentalement, le principe de superposition exprime gue les
effers electriques s ajoutent. Par exemple, la force totale subie par une charge
i, en interaction avec les charges g, et g, €8t la somme des forces F: , Bt F.“
exercées individuellement par ¢, et g, (fig. 11) :

F,

—
(204

FI:IJ- + Fﬂ N

La somme des causes produit un effer électrique égal 4 la somme des
effets individuels.

La linearité de toutes les équations de Mélectromagnétisme vis & vis de la
charge électrique traduit mathémangquement te principe de superposition.

* L'analogic entre la charge électrique et la masse permet de poser de méme
le principe de superposition pour les effets gravitationnels,

EmiiFa




L'essentiel

v Loi de Coulomb

- & F . - b ' g & 5
@ oo -~ @ . -
[ [ e I

* Deux charges ponctuelles g, et g,, placées respectivemnent en M, et M, exer-
cent "'une sur I"'autre la force donnée par 1a loi de Coulomb ;

i’:,, force en newton (N)

G g, ¢t g, charges en coulomb (C)
Fm'k? s ;l:.- M M, distance en métre (m)
u, . vecteur unitaire (sans dimension)
1

k=—"—=0-10°58]
4ne,
En conséquence, deux charges g, et ¢, de méme signe se repoussent (b.}, alors
que deux charges g, et g, de signes contraires s'attirent (a.).

* La force subie par une charge electrique de la part de plusieurs autres
charges est la somme des forces exercées individuellement par chacune d’elles
(principe de superposition).

* Analogie : la forme mathématique de la force dattraction gravitationnelle
entre deux masses est analogue a celle de la force de Coulomb entre deux
charges, les masses jouant le role des charges.

¢ Dhistribution de charges
* A I'échelle macroscopique, les distributions linéique, surfacique ou volu-
mique de charges sont toujours continues. Le caleul de la charge totale Q
revient 4 celui d’une intégrale simple ou multiple.
* Distribution linédique de densité A (en C-m™) :
Q=J;dq=_r;w.lmﬂ=hsilldmsitémuniﬁ}rm.
* Distribution surfacique de densité o (en C-m™) :
Q= _{qu = JLU:IS. avec ) = oS si la densité est uniforme.
* Distribution volumique de densité p (en C-m™) :
Q= [[| dg = [[], paV, avec Q = pV si Ia densité est uniforme.

v Sysieme de coordonnges

* En coordonnées cartésiennes (x, v, 2}, ona : de

OM = xui, + v, + zui, 3

Une variation élémentaire dx, dv ou dz de

chacune des coordonnées produit un déplace-
ment respectif de dx o, dvau, oudzu .

Elément de volume : dV = dx x dy x d=.

Copyrighted material



* En coordonnées cvlindrigues (r, 8, 2), on a ; .

—» % . i
OM=ru_+:zu_ 2},
Une variaton élémentaire dr, d ou dz de chacune des coor- s
données produit un deplacement respectif de -l;lrE:_, rdﬂf:; ou s df ==, ]
d-‘.'-'ﬂ: 4 My 100
Elément de volume : dV = dr x rd8 x dz. D~__,. v
B i@l
x i 10
= b
S
* En coordonnées sphériques (r, 8, §), on a : A
oM = vl s
Une variation élémentaire dr, d0 ou d¢ de chacune des coor- .;:.:i-":'. 0 it
données Erﬂduit un déplacement respectf de drﬁ:-i F'l.'ll:’rtt: ou N . g
rsinBde u,. up e
Elément de volume : dV = dr x rdB x rsinfdé. 0 T : .
W e
g h__
* Application du théoréme de Fubini : f sinfidg

[[[rogwmeasayas = [ forax [ gordy [ nirds.
N iy "

Mise en ceuvre

Comment déterminer la résultante des forces subies
par une charge électrique de la part de plusieurs autres charges ?

Soit une charge électrique ponctuelle g en interaction avec plusieurs autres charges. On se propose
de déterminer la résultante des forces de Coulomb exercées sur g.

=+ Savoir faire

————————————————————— ——_—_-----------1

r
| @ Faire le bilan de toutes les forces de Coulomb exercées sur la charge g et écrire I'expression |
| vecrorielle de chacune d'elles. I

: & Projeter chaque force sur le systéme d'axes indique par |'énonceé (c’est-a-dire, exprimer les t
| composantes des forces dans le repére correspondant). 5i I"énoncé n'impose pas de repére, 1
|  choisir le systeme d'axes adéquat. I

| @ Faire la somme des forces, composante par composante, en simplifiant si possible. |

L——___—___“—q-—_—---------------------J
-+ Application ¥
Deux charges opposées +g et — sont placées aux points A et B de I'axe ”‘jﬁ-
Oy tels queOA = - OB = a . On se propose de déterminer les carac- M
tér_':*stiqu:sde'lu force F subie par la charge Q placée en M tel que n
OM=xu. 88

. ;“' 278
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Solution

0 La charge Q) placée en M est soumise 4 deux forces :
. ]
-lafanhexm*c&epurluchugeﬂphcéeeuﬂ.:

.
=592 o _pq AM
Fa = R an an = R0Q S

=

Fo=p 00 o BEM
F, =k e =~ R4Q

@ On projette ces vecteurs sur les axes Ox et Oy :

. p,_n.i:[_"d},wnn:m:m et iﬂ={ ﬂ+dz},{_xﬂ);

. Bﬁ={z},d‘nﬁ:ﬂm=m ot F'E={—vﬁ;}—,|[:].

& La résultante F des forces de Coulomb exercées sur 0 s"éerit done

§=ﬁﬂ+ﬁa=[7ﬁ?a?—:ﬁ[2:}= Wﬁ%ﬂz}_’u:

Methode n® 2

Comment calculer une surface ou un volume
au moven d’une intégrale multiple ?

Soit une distribution de charges surfacique ou volumigue et de densité uniforme. Le calcul de la
charge totale O se raméne alors au calcul d'une surface ou d'un volume,

-» Savoir faire

0 Choisir un systéme de coordonnées adapté a la géométrie du probléme et définir ses carac-
téristiques :

— travailler en coordonnées cartésiennes (x, v, =) si la géométrie est « cubique » ou si aucune
FOLELON N apparait ;

— eavailler en coordonnées cylindrigues (r, 8, 2} si la géomérrie est un cylindre ou s une
rotation autour d'un axe apparait ;

— travailler en coordonnées sphériques (r, B, ¢) si la géométrie est une sphére ou si deux rota-
tions autour d'un point apparaissent.

@ ldentifier les coordonnées permettant 4 un point M quelconque de décrire complétement le
systéme. Deéfinir les bornes entre lesquelles varient chacune de des coordonnées (vérifier
I'indépendance de leurs variations).

& Pour chaque coordonnée, écrire 'élément de longueur correspondant 4 une variaton élé-
mentaire. En déduire expression de 'élément de surface ou de volume 3 intégrer.

@ Transformer I'intégrale multiple en un produit d’intégrales simples et calculer.

_______________________________ e s il

=+ Application 1

Calculer, au moyen d'une intégrale double, la surface enveloppe § d’un cylindre i bage circulaire
de ravon R et de hauteur A,

e e
———l———-——n----n—————l

B rruriahted matarks
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Solution

© La surface est décrite par une rotation autour de 1"axe d'un cylindre : on travaille donc en coor-
données cylindriques (r, 8, z). On prend comme axe Oz I'axe de révolution du cylindre, O étant
le centre de la base inférieure du cylindre.

@ Comme on calcule une surface, deux coordonnées varient. Ainsi, r reste constant (r = R), tan-
dis que @ varie sur un intervalle de 28 et z varie sur une hauteur b,

© Pour une variation élémentaire dB et dz, I'élément de longueur s'écrit respectivement Rd# et d=.
L'élément de surface & intégrer vaut done : dS = Rd8 »« d=.

@ La surface S se calcule par l'intégrale double :
§=[ds =HR:1|E}<&==RJ‘::udeJ‘:=nda-=Rx[ﬂﬁ'x|:;[;=EII:H.&.

-+ Application 2
Calculer, au moyen d'une integrale triple, le volume V d’une sphére de rayon R et de hauteur A,

Solution

@ Le volume est décrit notamment par deux rotations autour du centre de la sphére : on travaille
donc en coordonnées sphériques (r, 8, ¢). On prend comme origine O le centre de la sphére.

& Comme on calcule un volume, les trois coordonnédes varient, Ainsi, r varie entre 0 et R, 8 varie
de 0 4 ®m et & varie sur un intervalle de 27,
& Pour une variation &lémentaire dr, 48 et d¢, 'élément de longueur correspondant §'écrit res-
pectivement dr, rd et rsinBdd.
L'élément de volume a intégrer vaut donc : dV = dr x rdB = rsinBdé.
@ Le volume V se calcale par 'intégrale triple :
g i - 13 i Ix - r'!
V= Iﬂdr * rd@ x rsinfdg = J:ﬂﬂdr * rzusmﬂr&ﬂ * Jmﬂ = [E]: x |- cosBf} = [6F".

L]
Soit - ‘u’=%x!xiu=1;—lﬂ*.




erczces

Dans tous les exercices, on assimile Iair au vide. Pour
plus de commodité dans les calouls, on pose systé-
matiquement :
k=— =g 10°SL.
4m

(E, =5t la permittivite duﬂw'dej.

Niveau 1

Ex.1

Quatre charges électriques ponctuclles, de wvaleur
absolue g, sont placées aux sommets d'un carré ABCD
de chré 2a, de centre O et appartenant au plan Oxs,

74 -q,,
A
‘09 0 | ¥
/ t” M
N
J -
B0

Déterminer "expression de la force subie par la
charge Electrigue O placde en un poimt M gquel-
congue de IMaxe Oy,

Ex. 2

Calculer, au moyven d'une intégrale, la surface S
d'une sphere de ravon B

Ex. 3
Un pavé parallélipipédique de coné o suivant 1"asee 2",
b suivant 'axe v’y et ¢ suivant "axe £’z a pour cenire
'origine O du repére orthonormé (0w , & , &), 11
contient une densité volumigquee de charges p non
uniforme : , )
b | O

p= pﬂ{T -1 ma[%] =

Calculer la charge totale O de cette distribution.

Niveau 2

Ex.4 Masse volumigue de la Terre

On peut supposer, dans un modéle grossier, que la
répartition de la masse de la Terre (assimilée 4 une
sphére de ravon B) n'est pas uniforme : le novau ter-
restre, principalement formé de fer et de nickel, est
plus dense que la crodte, La masse volumique p
dépend donc de la distance r an cenire C -

T PR i
p{ﬂ _PI:I||1_ IR :

Domnées - la densité du fer vaut environ B et celle des
roches granitiques vaur environ 4.

1} Exprimer la masse M de la Terre en fonction de R
erp,.

2y On donne M = 6,0 10°* kg et K = 6,4 10" km.
Calculer numériquement la masse volumigue au
centre et & la surface de la Terre. Commenter.

Ex.5 Mouvement d'un anneau

Deux charges €lectriques ponctuelles idennigues +g
sont disposées en A ot B sur "axe Oy a une distance
a du pomt O. Une charge —¢ et portée par un anneiu
M de masse m, assimilé 4 son centre dmertie, pou=
vant coulisser sans fromement le long de Paxe O,
Drans tout I'exercice, on négligera I"effet du poids.

K
a'r T

a M x
Of a
798

1) Calculer la force electrique que subit 'anneau en
fonction de 'abscisse x de M et des données,

2y Dérerminer la position d'éguilibre de "anneau
dans le référentiel rerrestre considéré galiléen et dis-
cuter sa srabiliné.

3) L'anneau est écarté d'une distance d de sa position
d"éguilibre dans le sens des x positifs, puis lché sans
vitesse initiale. Dééterminer "équation différentielle
satisfaite par I"abscisse x de M.

4} En réalité, on a : d << a. En déduire une expres-
sion simplifiée de "gquation différentielle et la
résoudre. Quel est le mouvemnent de "anneau ?

Ex.6 Boule de sureau a I'équilibre
On communique une charge
electrigque g b une petite boule
de sureau suspendus & 'ex-
rémité O d'une potence
immobile par un fil inexten-
sible et sans masse, On note o
la lopgueur du fil, #i la masse
de la boule considérée ponc-
tuelle, et g le champ de
pesanieur terrestie considéné
uniforme, On approche une charge ponctuelle iden-
tique ¢, placés au point A 3 la vertcale de O et & 'ho-
rizontale de B, position de la boule 3 I"équilibre dans
le péférentiel verresmre suppose galiléen.

D¥éterminer la relation vérifiée par 'angle o que fait
le fil avec la verticale. Sans calculer o, verifier qu'une
solution existe,

Chapitre 1 La loi de Coulomb



Niveau 3
Ex.7 Distribution de charges

Une distribution de charges ost constituée par un
cerceau circulaire de rayon R et de centre O, appar-
tenant au plan »Ov et portant une densite linéique de
charges non uniforme A, &1 par une charge ponctuelle
—¢ placée en O, La densité 4 a pour expression au
point P quelcongue du cerceaw -
A= |2, cosml,
on o est I'angle que fait le vecteur unitaire ) avec le
vectéur position repérant le point P
Ik

0

LES
rd Lu' o

1} Quelle doit étre la valeur de A, pour que la charge
totale de la distribution soit nulle * On conservera
cette valeur dans la suite.

2) Exprimer la force F subie par une charge ponc-
uelle O placée en un point M guelcongue de "axe
Oz de cote z positive.

3) Le cercean est-il équivalent, pour le point M, a
une charge ponctuelle g ¥ 5i owi, indiquer sa posi-
ron ;i non, expliguer pourguaot,

4) On étedie maintenant le cas ol = == R, La distri-
bution globale est-elle équivalente, pour le point M,
& une charge poncruelle donr la valeur ne dépend pas
de M ? 51 oul, indiquer sa position ; si non, cxpliguer
Pourguo,

Ex. 8 Position d'equilibre

Quatre charges électriques ponciuelles identiques q
sont placées auy points A, B, C, [ sur les ases O et
Oy & une distamce a de lNorigine O du repére ortho-
normeé (O .u . H 0 r.|]| Ui suppose que le champ de
pesanteur t:rr:sl:n: g est uniforme.

i a

L

ﬂ:i_
[

U q -

L J

[
By
8

1} Dans le referentie]l terrestre supposé galiléen,

montrer gque "éguilibre d'une masse m ponctuelle, |

portait la charge g et placée 4 une cote = sur 'axe Oz,
m'est possible que s cette masse ne dépasse pas une
valeur s, & dérerminer. (On ne demande pas PMex-
pression de la cote o pour laguelle I'équilibre est pos-
sible.) Dans toute la suite, on suppose que la masse
est strictement inférieure i mr,

21 Montrer qu'il ¥ a deux positions d"équilibre et étu-
dier la stabilité de chacune d'elles.

3) Depuis une position d'équilibre 2z, on écarre la
masse m vers le haut d'une distance Az << z_eton la
liche sans vitesse mitiale, Déterminer I'équation dif-
férentielle sarisfaite par I"écartement dz de la masse m
par rapport 4 la position d'équilibre = . Résoudre
cette équation lorsque &z <2< z_ et donner la nature
du mouvement. Conclure,

Indications

Ex.1

Projeter les vecteurs sur les axes Ox, Oy, Oz du
repére orthonorme.

Ex.2 3etd
L'integrale multiple du produit est égale au produit
des inrégrales simples.

Ex. 5
2y Dréfimir clairement la condition de stabilipé.

4} Faire un développement limité de la force.

L'axe choisi pour projeter ne doit faire apparaitre
que la grandeur meonnue que 'on cherche a dever-
TTIMET.

Ex. 7

2) Evrrrrlim'.'r sous forme vectorielle la force élemen-
taire dF exercee par un élément de longuewr & du
CEFOEAL, PUls somnmer ces forces,

&) Faire un développement limité de la force.

1) Tracer le graphe des variations de la valeur ||1£||
de la force dectrigue F en fonction de g

3) Faire un développement limité de la force de
Coulomb au voisinage de la position d’équilibre =,
pour rendre 'equation différentielle linéaire, donc
phus facile 8 résoudre analytiquement,

Exercices




liutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

'r;-' Voir la méthode n® 1.

La force totale F subie par la charge Q en M est la somme des forces exercées par chacune des

charges poncruellesen A, B. C et D ;
F=F,+F,+F_+F,
| = AM BM EM = _ DM
avee Fy=heQ J00 Fa=-kQ g Fo=kQ Gop Fo=-kQ T

On projette ces vecteurs sur les axes Ox, Oy et Oz

— |~al — tal - fjal — a
AM=|y |, BM=|y) CM=|y, DM=| y |
—d| u_| i - a

-:c: Dans le repére choigi, les points ont pour coordonnées
Ala, 0, al, Bia, 0, - al, Cl= &, 0, &), Di- & 0, &, M0, y, 0)
Les distances correspondantes valent :
AM=BM=CM =DM = V2a + 32,
La force totale F subie par la charge Q s"écrit donc :

- —a| [-a} Ja| {a ol
FT Ve vy ||.’a,',§,|+'l_§_||_|.-ﬂ, T (Vaar+ ,3’”’

d_“u Dans le calcul, il ne faut pas oublier e signe « = » des charges dlectriques placées en B eten D

'vt;;: On peut éwiter ce calcul par des considérations de symeétrie (traitées dans le prochain chapitra). Une symé-
trig par rapport au plan Oxy, contenant le paint M, transforme |a distribution de charges en une distribution
exactement ppposée, et done la force F en son DppOESE — F : F est donc orthogonala & ce plan. De mama,
F est orthogonale aw plan Oz La force doit donc dtre portée respectivement par 07 et Dx, ce qui n'est pos-
gible gue pour le vecteur nul

Exercice 2

'-¢: Woir la methoda n® 2.

Le systéme de coordonnées sphériques (r, 8, ¢) est le mieux adapté a la géométrie du probléme.
Lorsqu’un point M décrit la surface § de la sphére, deux coordonnées varient : la distance au
centre O (origine du repére des coordonnées sphériques) reste constante (r = R), tandis que les
angles B et ¢ varient respectivement de 0 a © et de 0 3 2.

Chapitre 1 : La loi d& Cowlamb L OpPYI |i_:-.J|'-|-.'.-;:: material




Pour une variation élémentaire d, 1’élément de longueur s’écrit RdB ; pour une variation dd, il
s'écrit RsinBdg. L'¢éléement de surface a intégrer vaut donc : dS5 = Rd0 x RsinBdé. La surface S
totale est la somme des surfaces élémentaires :

§ = [dS = [ [Rd6 x Reindg = sz:sinm x f:t.;u. = R x| x [0 = dnRe.

= b - - 0 0 . - - an - .
= Gréce 8 un choix judicieux du systéme de coordonnées, les bormes dintégration des deux variables @ at & sant
indapandantes. Un transforme done l'intégrala double en un produit de deux imtégrales simples, plus sisément

calculable.

Exercice 3

Lorsque la densité de charges n'est pas uniforme, on choisit un systéme de coordonnées adapte 4 la géométrie
du probléme comme dans la méthode n® 2 On aboutit alors au calcul d'une intégrale muttiple dans laguelle le
terme correspondant & la densitd doit dtre exprimé en fonclion de ces coordonnées,

La distribution de charges posséde une géométrie # rectangulaire » : le systéme de coordonnées le
mieux adapté est donc le systéme de coordonnées cartésiennes (x, v, =) proposé par I'énoncé.

Iﬂmqu’unpninthén'itltmlmn:\?dupavé,xvan':di:—i z,ywnrdt:—i %ﬂﬂﬂﬁ!
c . &

de -—a—.
2 2

Lé&lément de volume dV défini par une variation &émentaire dx, dy et dz de chague coordonnée
est un parallélépipede rectangle de cotés dx, dv et dz contenant la charge élémentaire :
dQ = rdV = pdx x dy = d=. La charge Q totale est alors la somme des charges élémentaires :

Q= [[[aQ = [[[oi 2 - 1)cos( ) £ de x dyx de

- L]
-G- La densité wolumique de charges p est bien exprimée dans la systéme de coprdonnées carésignnes

L'intégrale triple est égale au produit d'intégrales simples :

SO 2 RS S G I

SO1t :
@=0(5 -3)- (5 + )] xalooll)- -3 3 [as 55 =eox cox B
don :

l'l=-p.%-

! sinlaxl
{!'h. Ona: |xde= et | coslaxidx = .
) n+1 ! a

Exercices de niveau 2

Exercice 4

1} roy L'analogie entre la charge électrique et la masse permet de traiter ce probléme gravitatonnel comme un
problame d'electrostatgue.

La distribution de masse posséde une géométrie » sphérique « : le systéme de coordonnées le misux

adapté est donc le systéme de coordonnées sphériques (r, 8, ¢). Lorsqu'un point M décrit le
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volume ¥ de la Terre, la distance au centre C (origine du repére des coordonnées sphériques) varie
de 0 a R, tandis que les angles 8 et @ varient respectivement de 0 a @ et de 0 4 2r L'élément de
vilume contient la masse &émentaire ©

dm = pdV = pu(l - ﬁ)dri rdB x rsiné do.

La masse M totale est alors la somme des masses élémentaires ;

M = ”Idw = J[”p,,{l —ﬁ]dr:{ rd % rsinfl dé,

L'intégrale triple est égale au produit d'intégrales s.impl-es
r! !

M=PULR(F-1_ Zr]!i.". rstmﬂdﬂx d¢ pu[—-ﬁ % |- cosB x [of,

d'ou : R .
= —_—— — = = 3
M pﬂ{j B]nzxz:u GP*ER'

ol
j.i"- Ona: e de= L | sinx dx = - cosx

n

2) Au centre de la Terre, la masse volumique vaut :

6 = 6,0 10
51 (6,4 1097

plr=10)=p,= :R—r;i,mit  plr=0) = = 8,7-10° kg-m.

A la surface de la Terre, la masse volumique vaur :
pir=R) = Po ,smr pir=R) = —i;—ﬂ— 4,4-10° kg-m™.

Malgré la grossiéretd du mud&l:, ces valeurs sont cohérentes avee la réalité (la densité du fer est
voisine de 5 et celle des roches granitiques de 4.

* La massade 1 m*d eau &tant égale & 107 kg, s masse wvolumigue pd'un solide ou d'un lguide en kg -m* est égale
& 10F d, o0 o e5t 5a densité

Exercice 5

1) "‘(:’: Woir la methoda n® 1.

La force totale F subie par la charge —g en M est la somme des forces exercées par la charge ponc-

tuelle +g en A et la charge ponctuelle +gen B . .

* + — — ﬁ_h.l —t EM
F=Fﬁ+ Fu,ﬂ'b""l:: Fﬁ=_kqlm ttFll=_kq-?BM]_

On projette ces vecteurs sur les axes Ox et Oy

.

AM=[_IE):': Eﬂ:{i),d'nﬁ:&M:EM:‘um.

La force totale s'éent done ¢

e i () G o (G s v

2) L'anneau est soumis uniquement i la force électrique F pnr:&e par I"axe Ox. Dans le référentiel

terrestre considére galiléen, I’équilibre a donc lieu lorsque F= lfl', c'est-d-dire lorsque x = 0 : la posi-
ton dégquilibre de "'anneau correspond donc au point O.

-¢- On peut démontrer v physiquement = que la réaction de 'axe est nulle, En effet, le poids de Nanneau étant négli-
geable at la torce Fétant portaa par I'axe Ox, I'anneau n'exerce aucune acton sur 'axe Ox ; d'aprés la principe
des actions réciprogues, Manneaw ne subit done pas non plus d'action de la part de I'axe Ox, (La force F suffit &
a mantenic = anneau, avec ou sans I axe. |
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Pour érudier la stabilité de cette position d’équilibre, on écarte Panneau du point O : I'équilibre cst
stable si la force F tend a faire revenir I_’a.nru:au @ sa position d'équilibre O ; il est instable autre-
ment. D'apres 'expression de la foree F

- & x > 0, alors - g*x << 0 et la force F est orientée selon — n::

elle tend & faire revenir I'anneau vers O ;
=& x = 0, alors = ¢*x > 0 et la force F est orientée selon + u: :

glle tend 4 faire revenir I'anneau vers O,
La position d'équilibre O est donc une position d'équilibre stable,

3) D'aprés la deuxiéme loi de Mewton dans le référentiel terrestre supposé galiléen, on a pour I’an-
neau de masse m (assimilé 3 son centre d'inertie) :

h_ﬁ . oo =2 x "
mia = F, soit i miu = e — W,
(Vas +a)

En projetant cette relation vectorielle sur I'axe Ox, on obrient I'équation différentielle vérifiée par
la grandeur x :
., 2hgt x
X+ ® =
m (Vx! + a?)

.{!"'- C'est une équation différentielle nan lingaire gu'il est impossible de résoudre en Fétet,

4) Lorsgu’on liche I"'anneau, écarté au préalable de la distance d, il vend & revenir vers sa position
d*équilibre Q.
On a donc : L
Ix| = d = a, d'on : Wal + gt = \:‘ﬂl’{% + ]) = Va? = a.
'I:l-' Physiquemant, cette approximation signifie: AM s BMa % ¥+ # = 3

Avec cette approximation, I'équation différentielle s"écrir ;
X+ E x=10.
it

Cette éguation est ["équation linéaire d"un oscillateur harmonique. Elle admet alors pour solution
la fonction :
() = A cos(or) + B sin{or),

ol W = %; et A et B sont des constantes.
A T'instant 1 = 0, I'anneau est liché sans vitesse aprés avoir éré écarté de la distance d, d'ou les
valeurs des constantes A et B ;

=z =A=d et Xr=0l=Bo=0sit:A=detB=0.
L& mouwvement de I"anneau est donc rectiligne sinusoidal d’éguation :

*(6) = n‘mu{vﬂ% :)_

n

- -
Q‘ |:||: caracténse un mouvement sanusoidal par 58 |.i'|.-|5-ﬂ|'|.'ll'| o Ou 58 I?E'lliiﬂﬂ T
1]

Exercice 6

La boule de sureau, de masse m et de charge ¢, est soumise a trois forces ;
~ son poids P= mﬁ:v:rl:i:al et vers le bas ;
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- la force de Coulomb exercée par la c_lli.rge g, d’expression :
r AR

F = k¢ AR G
— la tension T du fil, dirigée selon le fil et orientée vers O,
Lorsque 1a boule est 4 I’équilibre dans le référentiel terrestre supposé
galiléen, ces trois forces vérifient :

F+E+T=0.
Comme on cherche & déterminer seulement 1'angle o, on élimine la r
valeur T de la tension en projetant cette relaton vectorielle sur 1"axe
(B, ) orthogonal au fil.

I.: l"'- Sion projete [a relation vectorielle sur les axes Dx et Oy, on obtient un systéme de deux dquations & deux incon-
nues : la valewr de la tension T = ||[T || et Fangle o fait par le il avec la verticale, Comme le terme T est présent
dans las deux aquations, e calcul est plus long {car il faut effectuer une substitution pour éliminer T), et done |8
nsque d erfaur @st plus smportant

La projection de chaque vecteur donne ;

— . = =+ AB ¥ cosa _ cos(t
Puw=-mgsini, T-u=0 et F=E=th by ———— P sinta

¥
. ] I
= Dans la mangle UAB rectangle en & on a ; AB = d sing, avec o compris sirictement entre 0 et ; iles autres
valeurs n‘ont pas de sens physigue).

L'équation d’équilibre 8 écrit alors ¢

Ef _ . osin'a _ kgt _
- + \ : = =
Mg sing i 0, soit n K.
Etudions qualitativement les variations entre 0 et % de la fonction continue fo) = _m;z :

~ &1 = 0, alors since = 0, donc f(0) =0
= %1 ¢ croit de O QE , SIMNE augmente f coso diminue, donc {00 augmente ;
—*a:'u—r% . cos — 0, dong (o) — =,

On en déduit que pour toute valeur positive de K, il existe une valeur de o telle que f{a) = K ;
quelles gque soient les donndes m, g et d du probléme, il existe done une position d’équilibre de
la boule.

Exercices de niveau 3

Exercice 7

—
1) Un point P quelcongue du cerceau est complétement repéré par I'angle a = {ﬁ:, OP). Une
variation élémentaire do de I'angle o correspond i "élément de longueur Rdo sur la crconférence.
Celui-ci porte ainsi la charge :
dg = ARda = i | cose| Rdew
. Implicitement, on & chodisi le systéme de coordonnées cylindriques (r, o, 20, od e centre 0 de Fanneau est e
cantre du repére. Pour un point P guelcongue du cercle, on a - r= R, o compris entre D et 2z et 2=10,

Comme la charge ponctuelle —g est placée en O, la charge totale est nulle si la charge du cerceau
est égale a +¢. On a dong :

¢=[dg= l.,Rj:!hum[du,

s01t ©

g= J.,,R( r.: cosodar + J: - mm]d“‘) [[m“ra sinct, } R
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Il faut donc choisir &, = E% pour que la charge totale soit nulle.

- -
'¢- Lintégrale d"une fonction de période T sur un intervalle de longuaur aT (r entier] est indépendante de |a valeur
de n lei, la fenction | cosa | a pour paripde 1T, donc

el
|

f cose | da = | I cos | die
. .

On peut alors partager « un tour » sur @ cerceau en deux régions angulaires d'intervalle x ol cosx garde un

SHjnE constant :

| cosee | = cose sur [ '; , ;] gt | COSo COS Sur [E: , 3;]

2) = D'aprés le theoreme de superposition, la force électrique totale exercée sur la charge ponc-
tu:ll:{}pl en M est la somme de la force électrique F, exercée par le cerceau et de la force
€lectrique F, exercée par la charge poncruelle —g placée en O :

= G.E;I —_— _Eb_ﬁ—t
F,=-kgQ 1o =-keQ 5 i = =55 i

Z.l\ Ona: OM* = 2% car £ == 0. 5i la cote du point M était négative, on aurait: DM s 7|3z = 21

* Pour calculer la force I_'r,, on + décompose » le cerceau en éléments de longueur considérés ponc-
tuels. L'élément de longueur Rda centré sur le point I de la circonférence porte la charge élé-
mentaire dg = ARda et exerce sur la charge ponctuelle Q placée en M la force élémentaire :

= - Reoosa
dF = kQdg PM!_ ,avec PM = PO +OM = | - Rsinat | dans la base cartésienne.

ﬁ\ Il ne faut pas confendre le systéme de coordonndes cylimdriques choisi pour repérer be point P sur le cercess et
I - - - E i
le systéme de coordonnées cartésiennes (x ¥ A choisies pour exprimer le vecteur PM. Dans ce repére, les
piints ont pows coordannass

Qfm, 0, 0, M0, 0, 2, PReoso, Asin O)

La distance PM vaut :
= VRicos'a + Risinfe + 27 = VRI(cos?a + sin’a) + 27 = VRI+ 22,
La force F| s'obtient en + sommant » sur le cerceau toutes les forces élémentaires dF :
- Rcos

'de fkﬂdq PM’ %Jmlm""l RS“"“ ‘1“““‘-1:.1‘1 1

ﬁ\ Pour calculer F, on considére les actions de tous les élémeants de longueur sur le cerceaw, donc on intégre par

rapport & F'angle e entre [ et 3, ou, ce Qud st équivalent, enire ; at :'I—; .

=
Chaque composante de F| dans la base cartésienne est obtenue par une intégrale.
- Calcul de la composante suivant |"axe Ox :

F, = W_ﬁ% I:: | coset | coset dax = A[ J[:Z cos’odo + J::I (- mﬁ’ﬂldﬂ}-
| —

A
Or, la fonction cos*e a pour période n. On a donc :

A2
r cosiada = | costada, d'oir: F,, = 0,

2

| + cosdo
2

[Ir' aurait pu calculer directement lintégrale en utilisant ldentité | cosfo =




- Calcul de la composante suivant 'axe Oy :

P, = [ lonalsom o= o[ 7, 532 o [ 252

da).
Or, la fonction sin(2e) a pour période 1. On a done :
[T JH-“E

Izsi.-t'uﬂu)du + sin{2a)da, d’our : F) = 0.

L]

™ Ll
-t:'- O a wtilisé l'identrte ; Sl = 2 COSX SN,

— Calcul de la composante suivant "axe Oz :

B k Bz Zx . F+.3 _ . .
F"_‘l{ R*+==]"In |¢um|du-[7%;—]1,w[n |mm|du—4dupréslaquesnun 1.

» La force électrique totale exercée sur la charge Q placée en M s'écrit donc :
—

]_=r=l_3"I +l_?’2 =M[m -;1] u,, ol z est la cote du point M.

3) La force FI exercée par le cerceau sur la charge ponctuelle ) a pour expression :

= = —

LT MRS
Si le cerceau était équivalent 4 une charge ponctuelle g, alors cette charge serait nécessairement
placeée sur I'axe Oz et la force de Coulomb s’écrirait :

F=sdd

1.’équivalence est donc possible en placant la charge g sur I'axe Oz a la distance d du point M de
cote z telle que ; e [V'mlﬂ' .
z

Er'_, avec d distance de la charge poncruelle g au point M.

‘é\ La distance d ast différente de 7 + constante. La distribution de charges n'est donc pas équivalente dans [ab-
soly & une charge ponctuelle unigue placée sur 'axe 0z {les charges du cerceau sont placées symétriquement
par rapport & axe 04

4) Si on néglige R? devant =* dans |'expression de P:., alors on obtient F = 0 | L'approximation doit
donc étre moins violente : on effectue pour cela un développement limité de la force F .
+ R\ o kgQ) IR
o =R, RyR g R 3Ry
MR T e T Bt g
ZE\ Le développement limité & I'ardre 1 de la fonctian (1 + x* au voisinage de & e 0 5otz (1 & a)"= 1+ nx
La force totale exercée sur la charge Q placée en M s"écrin alors :

] — — N, —» . 3 _,
F=F.+F1=£§?'(l—;§i:]u _kgQ |~ 3kgQR*

Y 2 =

La force F étant inversement proportionnelle & 24, la distribution globale de charges n'est pas
équivalente 4 une charge ponctuelle de valeur indépendante du point M, car la force de
Coulomb que celle-ci exercerait serait inversement proportionnelle au carré de la distance.

Exercice B

1) La masse m 23t soumise i cing forces @
- son poids F= mg = - mgtE:, vertical et vers le bas ;
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— les forces de Coulomb exercées par les charges puncruuliﬂqp]an:m enA, B, CetD:
_. . AM - BM 2 CM o _ DM
Fﬁ'*‘“z AMY Fﬂ'i‘"’ Ba Te o R oy Fo TR
Dans la base du repére orthonormeé I[ID;u:, ::;, u‘} on @
I_ﬂl - IUI B ﬂ
|0, CM=|-a, DM=|0|;AM=BM=CM=DM=Va + &
|

. |0
AM=|a
=

D'aprés le théoréme de superposition, la force électrigue totale s"écrit donc

Fos Fya Foa Fpm ot 2| %+ (8] W
L + + = + =
A i [ (] [ﬂk.-'ﬂ:+311 |g| ‘ @ + i M,

|
2
La masse s est a I"équilibre dans le référentie] terrestre supposé galiléen si les forces vérifient

1

+

z-
— e 2 . . 1 4 EE
P+ F = 0, soit en projetant sur Paxe Oz : Va + 2 = mg.

z v En U sUant la calcul, on obtiendrait wne é-:ILE‘lIEII'I du inosEme megra en £ gue I'on ne saurait pas resoudra
gimplemeant. il vaul donc migux utliser une methode graphique
*
On trace la courbe donnant I"allure de la valeur de la force électrigue Fiz) = |F|| en fonction de =.

FJI.

o)

|
= I’
i 2
Cette fonction passe par un maximum. En ce point, la dérivée s'annule
dF 1‘]2 + EEP-E —zx % % zﬂ{ﬂz + ﬁ.l]l-i
F e @+ 2P ’
d’ou, en mertant [a’ + #2)'* en facteur :
= gpp _35) = apg 1 ET
dkg? @+ o7 [a® + 22 = 327) = 4k @ + 2 (@ - 229),

d.t
2z* =0, c'est-a-dire pour : z = ?HE . Le maximum vaut alors

La dérnwvee s"annule donc si @ —

a
4 I
FI: ﬂ]= e “ﬁ = dhyg'a = B
A2 . 3 V2T7a
] Vel
V2

2 + .

[ “+(73
51 la valeur mg du poids est supérieure 4 la valeur maximale de la force élecrrique, alors I"équilibre
est impossible : la masse, trop lourde, tombe irremédiablement. La masse s, maximale est donc

t:lll:. que : |
F(5)= Vot =mng-wif=""n=%f?'

"'.-'-' 2 W 2Ta"
E:-:-e:r-:n:c'r.—ﬂ




1) D’aprés I'allure du graphe tracé 4 la question précédente, il existe deux positions d"équilibre cor-
respondant aux cotes £, et &, telles que :

g < T}% = &y
* Pour = = =/, si I'on écarte la masse m vers le haut (= augmente), alors la valeur de la force élec-
rique augmente (car F(z) est croissante en = = £ ). Comme le poids reste inchangé, la masse m,
entrainée par la force électrique, s"éléve et s'écarte davantage de sa position d'équilibre. Si I'on
€carte maintenant la masse m vers le bas (z diminue), alors la valeur de la force électrique dimi-
nue (car Fiz) est croissante en £ = £,) ; la masse m, entrainée par son poids, descend donc et
#'écarte davantage de sa position d'équilibre. Cet éguilibre est donc instable.

» Pour £ = z,, si I'on écarte la masse m vers le haut (= augmente), alors la valeur de la force élec-
trique diminue (car F(z) est décroissante en z = z,). Comme le poids reste inchangé, la masse m,
entrainés par son poids, descend et revient vers sa position d'équilibre. 5i 'on écarte maintenant
la masse m vers le bas (z diminue), alors la valeur de la force électrique augmente (car F(z) est
décroissante en = = £,) ; la masse m, entrainée par la force électrique, monte donc et revient vers
sa position d"équilibre. Cet équilibre est donc stable.

3) D'apres la deuxiéme o de Newton appliquée dans le référentiel galiléen, on a pour la masse m
| L » A n dbgls
P + F = ma, soit en projetant sur I'axe Oz : mE = — mg + W#F

o
-c;- Les deux forces sont dingées selon 0z et la masse ast lichda sans vitasse initiale : le mouvement n'a donc lieu
que suivant cet axe,

On note z, une position d"équilibre et on pose 3 = z_ + 8z, o0 z représente I'écartement de la masse
m par rapport a sa position d"équilibre =, L'équation différentielle du mouvement s*écrit alors :

s = 4hg’(z, + bz -
[ at + (=, + &) mg.
->¢: Comme 7= 7 + &7 avec Z = cte, on a bien : = i‘;r

d! % LC'est une équation différentielle non linéaire gu'il est impassible de résoudre en ['état.

Pour &z <= z_, on « linéarise » certe équarion différentielle en faisant un développement limité au
premier ordre en &z du terme correspondant 4 la force électrique :

o= Wz + bz _ dkg*(z_+ bz
[ﬁu*-i- {;{+ﬁ.+,:|=i" Ve + 22 + 2z.8e + E.z*i"'

ihﬁll+%%)h+ st , oo ]*2,¢h%{]+%%%1-1“‘jﬁé_]
Ve Z+st taaa Varzy ' 2 g/

F
- - =) i ) ]
I;. Le tarme en 527 a dté négligd car c'est un infiniment petit d'ordre 2.

dhgz, ( bz H 3z bz ) dhg? ' a® — 2&f J
F= 1+ 1- - + fz ——|.
[ a® + 3! % a' + 3! (Wa® + sf]" {g"' a® + z2
En remplagant dans "équation différentielle du mouvement, on en déduit donc :

x 3 ( @ - 241)
fiz = T kA
RS Watap ¥ gya) M
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d'ou ;

Vit + g (a* + g5)3 (a* + zH)*

A= [—ﬁﬂ—-mgﬂ-ﬂiﬁ—'gﬂﬁmmit:ﬁ; -Mﬁn=ﬂ-
>

0

o
I;- Dans le caloul; e terme nul traduit la condieen d'aquilibre en 2

* Lorsque ¢ = ¢, < ?EE » Méquation est du type Er.: wbz = 0 et sa solution s"écrit :

bz = Ae™ + Be™, o0 A et B sont des constantes.

A Vinstant ¢ = 0, la masse m est lichée sans vitesse aprés avoir été écartée de la distance Az, On en
déduit ;

de(r=0)=Az=A+B o E-::(r=l}]=D=m(ﬁ.—ﬂ].mit:ﬁ=]3=%.
L'écartement 6z a donc pour expression juste aprés le licher :
4kg?(a? — 253)

Eul . zzi:l!'?

Cene fonction diverge car elle content une exponentelle croissante : on retrouve bien que la posi=
tion d"équilibre =, est instable.

bz = %{e-w e™) = Az chiwmif), avec w’ = = 0.

* Lorsque =, = 2, = ﬁ , 'équarion est du type 82 + wdiz = 0 et sa solution s’écrit *

bz = Acos{on) + Bsin{wme), ol A et B sont des constantes,
A l'instant r = 0, la masse m est lichée sans vitesse aprés avoir été écartée de la distance Az, On en
deédut :
fe(r=01=Az=A et E-z{:=ﬂ] =0=wbh,soit:A=Azet B=0.
L'écartement &z a donc pour expression :

- , _ dkg(22] - %)
8z = Azcos{mi), avec o = kﬁﬂi# ::_;ZI‘T = 0,

La masse m oscille autour de la position d’équilibre z, sans jamais s'en ¢loigner : on retrouve bien
que la position d*équilibre z, est stable.
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Le champ
Ssil électrostatique

Introduction

La loi de Coulomb mert en évidence "existence du champ électrique. On parlera de
champ électrostatique car on suppose qu’aucune variation n'a lieu dans le temps. Ce cha-
pitre donne la définition du champ électrostatique a partr de cette loi : I'expression du
champ électrostanque créé par une distnbution de charges est étable,

Les propriétés de symétrie et d'invanance sont etudiées et, lorsqu’elles sont suffisantes, le
théoreme de Gauss permet d'obtenir plus facilement lexpression du champ électrosta-
tique. Une alternative est ainsi donnée a I'émdiant qui doit calculer un champ électrosta-
tique, ainsi qu'un critére de choix entre les méthodes a disposition.
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1. D warra dans ba chapitre 3 que
la girculation du champ
élacirostatigue est homogéne & ce
champ multiglié par une longuaur,
et @5t égale i une diffdrance de
potentiel [mesurée en walts].

2. On pasle aussi da champ
élacirigue, mais le mat

¥ Elecirostatigue » précise que
I'dtwde o5t effectvie en régima
statiqua, ¢ est-a-dire que bes
grandeurs ne dépendent pas du
temps.

q £
_-..-.-.---.-. S
P |

Fig. 1 - Champ créd par : & une

charge positive ; b une charge
nigative,

A. Champ électrostatique
créee par des charges

A.1. Définition du champ électrostatique
| Definition 1

Si une particule poncruelle de charge g, immobile en un point M de I'es-
pace, est soumnise & une force F autre que son poids et nulle si g est nulle,
alors il existe un champ élecrrostatique E au point M eel que :

ﬁfﬂtﬂ: en newton (W)
g charge en coulomb (C)
E:chunp en N-C1 ouV-m

F=gE

Le champ électrostatique est mesuré en newtons par coulombs (M-C1),
mais |'unité couramment employée est le volt par métre', notée V-m-'.
La définition du champ électrostatique” découle done de la force de Coulomb,

A.2. Champ créé par une charge ponctuelle

Certe expression découle directement de la force de Coulomb, donc de la
définition du champ. Une charge poncruelle ¢° placée en M subit de la part
d'une charge ponctuelle g placée en PP la force de Coulomb

La charge ponctuelle g placée en P crée sur un point M situé 4 une dis-
tance r de P le champ électrostatigue :

E?t'ha.mp en'V-m!

E= q = g charge en coulomb (C)
dme g, permittivité du vide (SI)
5 oo r distance en m
o = = =m:5t]:v:ﬂc1.n'mlimjrtdt|ldlnitl:{]’hﬂ dirige de P vers M.,
F

On remarque que le champ é&lectrostatique créé par une charge positive et
celui créé par une charge négative ont des sens opposés (fig.1).

A.3. Champ créé par plusieurs charges ponctuelles
Soit N charges ponctuelles g placées respectivement aux points P,.

D’aprés le théoréme de superposition, les champs électriques créés au point
M par les N charges s'ajoutent.
Dafirition 3

Le champ é créé en M par N charges ponctuelles g, s'écrit :
r X 5
EM) =5 —Ti_ u,
3 ) Amegr}
ol uf=%=—§% est le vecteur unitaire de la droite (P M) dirigé de P vers M.

" Chagitre 2 : Le champ ¢lecirostatique



. Champ créé par une distribution
linéique de charges

Les charges sont disposées sur une ligne I avec la densité linéique A. Chaque

¢lement di de la ligne Bz 21, de centre P et quasi-poncruel, porte la charge

. dg = Adl et crée le champ élémentaire dE en M. Le champ total en M est la

M somme de tous les champs élémentaires créés par les éléments df formant 1a
ligne T,

asils
_ Le champ E créé par une distribution linéique A de charges s'écrit’ :
Fig. 2 - Distribution knéiqua de E(M) = J’ dE = j dg . _ Al
charges rer 4RE ! PET 4me r?

. PM

3 Uithorale ast comprise ic o= = PM ——— est le vecteur unitaire de la droite (PM) dirigé de P vers M.
camme une additon d'un trés
gramd nombre de champs i —
infinitdsenauy crags par das
charges infinimant prochas,
On parle de semmaton continug.

h.'\-
lj|'1'|'= .:ﬁ.l:hI

A5, Champ créé par une distribution
surfacique de charges

i - Les charges sont disposées sur une surface 5 avec la densité surfacique o

i« Chague élément dS de la surface, de centre P el quasi-ponctuel, porte la
charge dg = odS et crée un champ élémentaire dE en M (fig. 3). Le champ
total en M est la somme (intégrale pour une sommation continue)} de tous
les champs eélémentaires créés par les éléments dS formant la surface 5.

‘Dulmltlnn 5

Le champ E créé par une distribution surfacique o de charges s'écrit :
E{M]=ﬂsd HFEB dme, v =HPE=4I:.H ¥,

| ol W= f- ;ﬂ est le vecteur unitaire de Ia droite (PM) dirigé de P vers M.

Fig. 3 - Digribution surfacigue de |
charges.

A.6. Champ creeé par une distribution
volumique de charges

Les charges sont disposées dans un volume V avec la densité volumique p.
Ein Chaque elément dV du volume, de centre P et quasi-poncruel, porte la
charge dg = pdV crée un champ élémentaire dE en M (fig. 4). Le champ total
en M oest la somme (intégrale pour une sommation continue) de vous les
champs elementaires crees par les elements dV formant le volume W,

L2 champ E créee par une distribution volumigue p de charges s"ecrit :
dg _ [ dV
E(M) = dE = - _pay
| (M) ”| ”lF =v 4mE " Jljler v 4me r? ek
Fig. 4 - Dastributian volumique de . ;
tharn-s. ol ol W= == f"r::li st le vecteur unitaire de la droite (PM) dirigé de P vers M.
F |

Criars




Fig. 5 - Modisaton de la distri-
bution Endaqua da chargas.

4. Elles occupant une portion de
ligna de longueur dr infinitésimala,
msais domnéa.

B. Existence et continuité du champ E

On considére une distribution quelcongue de charges. Une question se pose :
cette distribution crée-t-¢lle un champ E en tout point M de 'espace et,
lorsque ce champ existe, est=il continu ?

8'il n'y a aucune charge en M, d’aprés le paragraphe A.1, ce champ existe et
il est continu. En revanche, la réponse n'est pas évidente s"il y a une charge
en M : il existe alors un point P de la distribution de charges tel que la dis-
tance PM est nulle et une érude mathématigue s"impose.

Dans la suite, on s'efforcera de distinguer les arguments » purement mathé-
matiques » des arguments « physiques »,

B.1. Cas de charges ponctuelles
[>'aprés le paragraphe A.3., le champ en M s"écrit :

Lorsque le point M et le point M sont confondus, r, = 0 et le champ
diverge : le champ n'est donc pas défini.

Soit une collection de charges ponctuelles. Le champ E créé par cette col- E

lection est défini et continu en tout point de 'espace, sauf sur les charges. I

La notion de charges ponciuelles n'a de sens que si 'observateur se place a
une échelle de grandeur trés supéricure a la dimension de la charge : celle-ai

| apparait alors comme ponctuelle.

B.2. Cas d’une distribution linéique de charges

Soit une distribution linéique de charges et un point M appartenant a cette
distribution. On considére le champ créé en M par les charges placées en ce
point (les autres charges ne posent aucun probleme pour la définition du
champ). Le point M e trouve donc 4 la distance r de I"élément de longueur
d! centré sur le point P tel que PM = r (fig. 5). En assimilant d! 4 dr, la valeur
du champ élementaire dE créé en M par les charges placées P varie comme :

di  dr

R
Pour avoir le champ créé en M par les charges placées en ce point’, on fait
tendre r vers zéro, ce qui revient phyvsiquement 4 amener P en M. On voit
alors que le champ devient infini lorsque r s'annule.

Progriété 2

Soit une distribution linéique de charges. Le champ E créé par certe dis-
tribution est défini et continu en tout point de V'espace, sauf en les points
de la distibution,

La notion de charges linéiques n'a de sens que si « '"épaisseur » de la distri-
bution est trés perite devant I'échelle de grandeur de 'observateur. 5i c'est le
cas, on ne cherche pas 4 calculer le champ en ces points de la distribution.

“ o
Chapitre 2 - Le chamg électrostaticus



5. Om rappelle qua les coordonnéas
palaires [r g1 B} som les deus
coordonnées cylindrigues définies
dans be plan [Ox, O

M,

Fig. & - Modéhisation de |a distri-
hutian surfacique de charges.

. En fait, powr nambre de
situations similaires 4 celles
décrite dans la Methode 2, das
considérations de symétne nous
conduiront & considérar le champ
électrostatique nul sur les
charges, et non infini commea ici,
La discussion menée dans les
méthodes prouve que cette
congidédration n'est qu'apparente.

-

ol

Fig. 7 - Modéksation de |a distri-
bution valumigue de eharges.

B.3. Cas d’une distribution surfacique
de charges

Soit une distribution surfacique de charges et un point M appartenant 4 cette
distribution. On considére le champ créé en M par les charges placées en ce
point (les autres charges ne posant aucun probléme). Le point M se trouve
donc & la distance r de "élément de surface d8 centré sur le point P el que
d5 = rdrd® (fig. &) — en utilisant les coordonnées polaires® et en prenant
pour origine le point M, la surface dS est une partie de couronne circulaire
d'épaisseur dr et de rayon r.

La valeur du champ elémentaire dﬁ créé en M par les charges placées en P
varie comme :

ds Z2Zredr _ . dr
- ;o Tam—.
r r

Pour avoir le champ créé en M par les charges qui s’y trouvent, on améne P
en M ; 1l faur ensuite faire rendre r vers zéro, alors le champ devient infini
lorsque r s’annule’,

Propriété 3

Soit une distribution surfacique de charges. Le champ ﬁ Creé par cette
distribution est défini et continu en tout point de 'espace, sauf en les
points de la distibution ; il est donc discontinu & la traversee de la surface.

La noton de densité surfacique n’a de sens que s I'épaisseur de la densité
est infime devant I'échelle d'observation. Dans ce cas, on ne cherche pas a
calculer le champ pour les points de la distribution surfacigue.

B.4. Cas d’une distribution volumique
de charges

Soit une distribution volumique de charges et un point M appartenant a
cette distribution. On considére le champ créé en M par les charges placées
en ce point (les autres charges ne posant aucun probléme). Le point M se
trouve donc i la distance r de 1"élément de volume dV centré sur le point P
tel que dV = Fdrsin8dB8dd (fizg. 7) — en utilisant les coordonnées sphérigues
et en prenant pour origine le point M, le volume dV est une partie de cou-
ronne sphérique d’épaisseur dr et de rayon r centrée sur M (avec PM = r).
La valeur du champ élémentaire dE créd en M par les charges placées sur
CELlle COUrohne varie Comime :

ﬂ . dmridr
2 pl

= 4mdy.

Pour avoir le champ créé en M par les charges qui s’y trouvent, on fait tendre
rvers zéro (M et P deviennent confondus). On voit alors que ce champ ne
diverge pas lorsque r s’annule : tout se passe comme si aucune charge n'éait
alors présente en M car dr est infinitésimal.

Propriéte 4

Soit une distribution volumigue de charges. Le champ E créé par cette
distribution est défini et continu en tout point de 1"espace.
Cours E



Expression d'un champ E en un point M

Calculer par intégration le champ électrostatique E créé en un point M gquelconque de espace
par une distribution linéique de charges de densité A uniforme et répartie le long de 1'axe (zz").

Solution

pace, sauf sur I'axe (zz"). Soit un point M quelconque n'appartenant

pas 4 cer axe. On définit I'origine O de "axe (zz") par le projeté di
orthogonal de M sur cet axe (fig.5). On choisit le systéme de coor-
données cvlindriques d'axe (z=27).

Le champ électrostatique est défini et continu en tout point de 'es- \

L'élément de longueur df = dz , centré sur un point P de I'axe, porte 0 A a M
la charge élémentaire dg = Ads. Le champ élémentaire dE créé en M F B
par cette charge élémentaire s'écrit : i -
dF = hd=z PM Fig. B - Champ cribk en M par une
4,15" PM* distribution lindigua centrée an P

Le champ total est la somme vectonelle des champs élémentaires créés par tous les points P de
Iaxe. Dans la base cylindrique, on a

= = =
PM = PO +OM = ri - zu, avec PM = V7 + 22,
Les composantes du champ votal s"écrivent alors :

_ r . _ [ A -z
E, J._,_, dne, I‘hfr*+z*|‘dz ; B, -L 4me,, I‘u’r‘+z*|‘-

Les vecteurs u, et w, de la base cylindrique restent inchangés lorsque le point P déerit Maxe (227,

Calculer des intégrales avec des bornes infinies (intégrales indéfinies) étant compliqué, on change
donc de variable en prenant I'angle o tel que tano = —: Om a alors :

ditane) = (1 + tan®o)doa = do = E, car r reste constant.
cos’nt r
Lurs.quts—:—m,almu—r—iglmnquts—r + =, alors @ — + % .
Les composantes du champ peuvent étre calculées, en posant :
z=rtanxk ,; dz = rdet y Wri4zl= —
cos’o COS0L
oI5 _ _ =2 ) =
:=f . T rd;:r. = =4 j sinado = |- cosa [, = 0.
w2 4TE, 1 ¥ T cos'c  dmEr w2 4me - =
LCOSI0E
r rdo J”" do = A dng PP = A
w2 ( r ]a coslo drﬂ,—:pr 2 dmer Y Zmey
CIvELE
L'expression finale du champ E en M est :
E= _* o
Imer

ﬂ Chapitra 2 Le champ glectrosiatigune



1. En géométrie, une isométrie g5t
une transformation qui conserve
les distances. || en existe trois |
les symirirses planes, bes rotations
autour d'un axe, et les ranslatons.

W ] '
oA =W

i OUCE » MDEK = MaEeur

w

Fig. 9 - . base directe ; i~ V=@
b base indirecte.

C. Considerations de symétrie
et d’invariance

Un champ électrique est créé¢ par des charges électrigues réparties dans 1'es-
pace. On cherche des méthodes simples permettant de connaitre a priori la
direction du champ en un point M quelconque.

On érudie ainsi I'effer des isométries’ de I'espace sur la direction du champ
électrique.

C.1.Vrais vecteurs, pseudo-vecteurs

Pour écrire les vecteurs, il est nécessaire de les exprimer dans la base (géné-
ralement orthonormée) d'un repere. Conventuonnellement, on choisit une
base « directe « ou les vecteurs de la base sont donnés par les trois doigrs de
la main droite : le troisiéme vecreur est le produit vectoriel des deux premiers
et son sens définit le caractére « direct + de la base (fig. 9). On dit alors que
I"espace est orienté dans le sens direct.

51 I"ordre des trois vecteurs est celui des trois doigrs de la main gauche, alors
la base est » indirecte », ce qui revient 3 inverser le sens du troisiéme vecteur
(fg. 9. On dit alors que 'espace est orienté dans le sens indirect.

Definition 7
Un vecteur est un vrai vecteur {ou vecteur polaire) si son sens ne dépend
pas de I'orientation de 'espace,

LUn vecteur est un pseudo-vecteur (ou vecteur axial) =i son sens dépend de
l'orientation de 'espace.

Exemples

* Les vecreurs position, vitesse, accélération, force,... sont de vrais vecreurs
(le repére utilisé pour décrire le mouvement d'un solide n'a pas d’influence
SUr 53 vitesse réelle ),

* Les vecteurs champ magnétique, rotation instantanée, moment d une force,
moment cinétique, sont des pseudos-vecteurs.

De maniére générale, tour produit vectoriel de deux vrais vecreurs est un
pseudo-vecteur, alors que le produit wvectoriel d'un vrai vecteur par un
pseudo-vecteur st un vrai vecteur.

Proprigte 5

Le vecteur champ ¢lectrostatique, proportionnel] a la force qui le définit,
£51 Un Yrai Vecrteur.

(C.2. Considérations de symétrie
C.2.1 = Plans de symétrie

Une symétrie plane change 'orientation de 'espace :
une base directe (¢, Ej:, e::l devient, par symétrie plane par rapport au plan &,

une base indirecte {E:, .-.5:, ~ E::l (fig. 107,




& Cela me signifie pas que la
distribution el trangharmiie par
cette symaétria an alle-méma, mais
que chague point de |a distribution
& pour image un autre point de (&
distribution dort ka charge esi
identigua.

3 Me pas oublier gue le posnt M ad
I'on chercha e champ doit faire
partie des plans de symétnia,

]
.-'"'fff
f’ﬁ
.-_.-"
,-*"'HH x/ o HHH
M, i r"—ff
7 b .
fl-_-__.-"’-# | . ﬂ; .-..-_-__.-' =
~ .-.J."-"- .
/n/ e E
| f,-f"f
| o ’ff
v

Fig. 10 - Distribution de charges ayant deux plans de symétrie.

Considérons une distribution de charges et un point M de Pespace o0 le
champ E est défini, Supposons qu'il existe un plan & contenant le point M.
tel que la symétric par rapport a ce plan laisse la distribution de charges glo-
balement inchangee”. Le point M, inchange, « voit » la méme distribution de
charges qu'avant la gymétrie (fig. 10) : le champ E en M reste donc inchange.
On en déduit que E est inclus dans le plan ®, car seuls les vecteurs du plan
de symétrie sont invariants par symétric par rapport a ce plan.

D¢ méme, ' :;:ist: un second plan de symétrie 1" contenant le point M,
alors le champ E appartent au plan ®°.

Si la distribution de charges” admet deux plans de symétrie n et ©’ conte-
nant le point M, alors la direction du champ E en M est celle de la droite
dlintersection des plans ® et 8.

51 le point M nappartient pas au plan de symétrie m, alors on ne dispose
d’aucune information sur la direction du champ. En effer, on peurt juste
conclure qu'en M, image de M par la symetrie, le champ cst symétrigue du
champ E en M. Ce nype d’argumentation permet de determiner la parieé du
champ électrostatique, une fois gque 'on en connait la direction,

3.2.2 - Plan d’antisymeétrie

Fig. 11 - Distribution de changes ayant un plan d antisymétrne.

n Chapitre 2 : Le champ électrostaticues



10 Cela signifie qu'une charge
positive g5t trangformée en une
charge nagative el vice wersa.
La distribution doit donc contensr
des charges des deux signes,
C8 QUi e5trare.

11, Ouie be point M reste inchangé
Ou non par cette rotation n'a pas
d'impartance, on raisonne
urmquament sur Ninvanance de &
distribution de charges.

Fig. 12 - Distribution cylindingue
de charga et rotation,

iZ Le mouvement dant refatd, on
peut aussl dire que la rotation du
peant M & distributsan fixe) n'a
aucung inflsance sur la
distribution de changes qu'il

« voit v, La valowr du champ an M
ne peut donc pas dépendre de
Fanghe gui dédingt cerbe rotation.

13. Que ke point M reste inchange
QO non par cette translation n's
pas dimportance, on raisonne
unsquament sur Imvaniance da la
distribution de changes.

14, Om peut &=t dirs gue la
translation de M {4 distribution
fixg] n'a aucuna influence sur la
distribution de charges qu'il

a voill », L& valewr du champ en M
ni peut donc pas dépendre de la
coordonnés qui définit cetta
tranalation.

! M
L9

Fig. 13 - Distributian illimités et
translation,

15. Ce modéle traduit physiguement
be fait gue la distance du point b
aux charges est sulfsamment
petite dewant la demension de la
distribution : pour un obsenabeur
placé en M, la distribution parait
alors d'extension infinie,

Enmidé{nns une distribution de charges et un point M de "espace ol le
champ E est défini. Supposonsg qu'il existe un plan n- contenant M telle que
la symétrie par rapport 4 ce plan transforme la distribution de charges en une
distribution exactement opposée’ .

Le point M, inchangé, » voit » une distribution de charges opposce & celle
qu'il ¢ voyair # (fig. 11 : le champ E" en M change donc de sens (E' = = E).
On en déduit que la direction du champ est orthogonale au plan n-, car seuls
les vecteurs orthogonaux au plan de symétrie sont changés en leurs opposes
par symétrie par rapport a ce plan.

Si distribution de charges admet un plan d’antisymétne 1~ contenant M,
la direction du champ E en M est celle de la droite orthogonale au plan
e

(.3. Considérations d’invariance

' (C.3.1 - Rotations autour d’un axe

Considérons une distribution de charges et un point M de "espace on le
champ E est défini. S'l existe un axe A tel gu'une rotation d’angle 8 quel-
conque autour de A laisse la distribution de charges inchangée'’, alors la
valeur E = ||E|| du champ E en M ne dépend pas de "angle 8 (il ne dépend
pas de la coordonnée d'espace correspondant a I'angle 8 de la rotation).
Sur la figure 12, la distribution de charges est cylindrique ; elle reste inchan-
gée par toute rotation d'angle 8 quelcongue autour de son axe de révolution
A, On en déduit que le module E du champ E en M ne dépend pas de la
coordonnée cylindrique 8 (il n'est pas nécessaire de connaitre la direction du
champ ¢n M pour aboutir 4 cette conclusion : ¢’est donc la valeur du champ
en M qui ne dépend pas de 8).

En effet, le point M fixe « voit » toujours la méme distribution, alors que celle-
ci a effectué une rotation'-,

(.3.2 = Translations selon une direction

5%l existe une droite A telle que toute translation selon cette droite laisse la
distribution de charges'’ inchangée, alors la valeur du champ E ¢n M ne
dépend pag de la coordonnée d'espace associée d cette translation.

En effet, un point M fixe « voit » la méme distribution, alors que celle-ci a
effectué une translation''.

Sur la fgure 173, la distmbution de charges est « infinde » dans la direction de
(Ox) ; elle reste donc inchangée par toute translation selon cette direction.
On en déduit que le module du champ E en M ne dépend pas de x (il n'est

pas nécessaire de connaitre la direction du champ en M pour aboutir & cette
conclusion ; ¢'est donc la valeur du champ qui ne dépend pas de x).

Il ne peut ¥ avoir invariance par translation que si la distribution de charges

est illimitée dans la direction de la tramslation'® c'est-a-dire 5"l v a des

charges « i I'infini »,
Propriété 8

Si une distribution de charges est inchangée par une translation ou une
rotation, alaors la valeur E = ]:” du champ E créé en tout point M ne

dépend pas de la coordonnée correspondante.
Cours H o



Direction et paramétres d’un champ E

Déterminer la direction et les variables d'espace dont dépend le champ E créé en un point quel-
congue M par une distribution linéique de charges de densité ) constante et répartie le long d’un

fil rectiligne de longueur infinie (fig.14).

Solution

La forme de la distribution de charges incite 4 chodsir le systéme de
coordonnées cylindriques pour décrire le champ. Vérifions cela en
effectuant les considérations de symétrie et d'invariances.

» Soit H le projeté orthogonal de M sur le fil. Les plans &, (défini par
la droite (HM) et le fil) et n, (perpendiculaire au fil et passant par
M) sont des plans de symétrie pour la distribution de charges. La
direction du champ en M est donc la droite (HM), intersection de
m, et . Le champ est donc colinéaire au vecteur unitaire ;r: (hg. 153)
des coordonnées cvlindrigues d’axe (Oz). Dans ce systéme de coor-
données, on a :

E{hﬂ = E(r, 8, z)u .

Fig. 14 - Cas d'une distribution
Endiqua,

* En outre, toute translation selon la direction du fil, ainsi
que toute rotation autour de cet axe, laissent inchangée
la distribution de charges : le champ E en M ne dépend
donc ni de la coordonnée ¢ associée d cette translation,
ni de la coordonnée B associée 4 cette rotation.

* On a donc finalement :
EM) = E(r)u..

R i T 23
f{ H

iy

Fig. 15 - =, et r, sont des plans de symétrie.

16. Carl Friedrich Gauss [1777-1855],
physician et mathématician
sllgmand, & apporti dis avancies
décisvas an astronomia,
électromagnétisme et oplique.

Le thisaréme qui parie 60 nom
unifie la théorie des champs
attracteurs at répulsife. Gauss a5t
congidérd comme Nun des plus
grands scientifigues de 'histaire,
en ayamt rapproché le calcul
mathdmatigue des applicatans
physiques,

17. Le ealeul du champ créé par
une distribution continug de
charges donne chligatoirement
lieu & wn calcwl intégral, si l'on 58
raméne & la défimition.

, |

45 =d5 o ;

N~ |
| 1

£

Fig. 16 - Elément de surface dS.

5

|

D. Théoreme de Gauss

Le théoréme de Gauss'* permet d'obtenir 'expression du champ E élec-
rrique sans calculer d'intégrale'”, 4 condition que les propriétés de symeétrie
et d'invariance de la distribution de charges solent suffisamment puissantes.

—
D.1. Flux du champ E a travers une surface

On suppose que le champ E':. créd par une distribution quelcongue de
charges, existe en tout point de la région de "espace ou I'étude est effectuée.
D.1.1 - Flux élémentaire d¢

Considerons un ¢élement de surface dS infimitesimal (fig. 16) ; ses dim:_qsium
sonl suffisamment petites pour le considérer comme plan. Le champ E peut
étre considéré comme uniforme sur la trés faible etendue de I'¢lement de sur-

face dS. Le « vecteur surface » est dS = dS o o0 # est le vecteur unitaire de
Iz normale & I'élément de surface dS.

Definttion 8

Le flux élémentaire dg du champ E i travers I'élément de surface dS est :
¢ flux enV'm |
ﬁc‘hamp enVeomr!

dé = E-dS = E-ndS
5 surface en m?®
Le signe de dé dépend du sens choisi pour le vecteur unitaire .

' Chapitre 2 : Le champ &lecirostatsgue



11.1.2 - Flux ¢ a travers une surface S

Considérons une surface S de grande dimension. [l est toujours possible de
décomposer cette surface en un « pavage » extrémement ﬂ_:: d'éléements de
surface d3, pour lesquels on sait calculer le flux du champ E.

18 Lintégration roprésents Le flux rotal ¢ du champ E a4 ravers la surface 5 est la somme'” de tous
# physiguemant = ks sommation les flux élémentaires dé 4 travers chaque élément de surface dS gqui consti-
d'une infinité d'sléments tuent S :

infinrisimaux,

4= JIJISM - _|;[3E'.-d57 - Lllsﬁ'm‘ds.

. ' " 1 e
Tous les vecteurs unitaires # orientant les normales aux éléments de surface
doivent étre orientés dans un sens « analogue ». Ce sens est choisl en fonc-
tion de la nature de la surface S.

« On dit qu'une surface est fermée lorsqu'elle délimite un volume, Les nor-
males sont alors conventionnellement orientées « sortantes » én toul point de
la surface fermee S (fig. 17).

On n'a donc pas de choix pour orienter lorsgu’il s’agic d*une surface fermee.
~* On dit qu'une surface est ouverte (g, 15) 8"l existe une ligne fermée T {on
contour) sur lequel elle s’appuie. On peut toujours choisir un sens « + « pour
orienter le contour [, c’est-a-dire pour suivre un parcours le long de I'.
Le sens de la normale » en tout point de la surface S est lié au sens positif
choisi pour orienter le contour. La régle + du tire-bouchon » donne alors le
| sens de m : on tourne le tire-bouchon dans le sens positf d’orientation de T
et le sens de n est donné par celui de translation du tre-bouchon.

13.2. Théoréme de Gauss

. . * Considérons une distribution quelconque de charges dans le vide. Elle crée
Fig. 18 - Surface cuverte. un champ E continu en tout point de la région de I'espace ol 'érude est
18, On n'effectue pas I'étude en effectuée’”.

des endrods ol be champ E n'est

pas difini | Theareme 1 |

0. La démonstration Théoreme de Gauss

de ce thecrima n st plus Le flux ¢ du champ E a travers une surface fermée S st proportionnel a

8 programmee, car alle fait appel AERERE
i d“"'ﬂ Gos Faiihs anidHF::lula la charge ¢, contenue dans le volume V délimite par la surface 5 :

en trois dimensions|, ¢ flux enV-m
§= -Tm g., charge en coulomb ()

E, permittivité absolue du vide (5I)

1. Ca théoréme g3t un autl de
calcul extrémement ellicace pour
calculer le champ E dans des
situations « de haute symeéiria »,

Ce théoréme indique que les charges extérieures i la surface fermée 5 créent
un flux nul 4 travers cete surface '

| 7 Fl:l;“'".i EI .




Détermination d'un champ E

Etablir I'expression du champ E créé en un point quelcongue M de
I'espace par une distribution linéique de charges de densité A uni-
forme répartie le long d'un fil rectiligne infini (g, 19).

Solution 1 ¥
D'aprés les considérations de symétrie et d'invariance, on sait que
dans le systéme de coordonnées cylindriques (voir Applicarion 2) : _

E(M) = E(r)u,. Fig. 19 - Distribusion linéique.
Le theoreme de Gauss permet d'obtenir E{r) sans effectuer le calcul
s direct » du champ (voir Applicarion I).
Choisissons une surface cylindrique I, & base circulaire de rayon r, at
centrée sur I'axe (zz”) et passant par M. On ferme cette surface au j_—_i;z:.
moyen de deux bases (disques I, er L,) distantes d'une longueur A b L
le long de 'axe (=z").
On applique alors le théoréme de Gauss a la surface fermée E consti- B

tuée par l"assemblage des trois surfaces ouvertes £, &, et £, (fig. 20). X A Mp—~ -
-

* Le flux du champ E & travers les surfaces L et E, est nul car Eet i ,p_"*'"-.__-;.

r_I: {ou ﬁ';]- sont orthogonaux en tout point de £, (ou L) : -___'-T_:H_,-

b, = J’J':.'Ldt =_”-1|E‘F|.d5 =0 ; ¢,= ﬂ;zdﬁ =HE;EE:‘15 = Fig_H-Im;HﬂH'd- trais

* Pour la surface latérale E,, E'enfi sont colinéaires et de méme sens,  Wcs L L ek

En outre, tous les points de £, sont 4 la méme distance r de I'axe
(22"} : la valeur du champ reste donc constante sur £, D'ou :

o, =] E-ihas =ﬂhﬂ{r:.ds =E@)|[_dS =B x £, = Ex 2nrh,

* La charge intéricure au volume délimité par £ se trouve sur une hauteur b de fil, soit: g, = A% A
Le théoréme de Gauss s'écrit donc maintenant :

. AR
b=0 +06, 40, = I8 ;eit: E(r) x 2meh = 25,
[ 2 g, g,

On en deduit donc :

u,.
Imer

1 =k
Eir) = E.:I'IIT,; et E{M) =

n Chagitre 2 | Le chemp alacirestaligis j (e



L'essentiel

v Expression du champ E
* Champ créé en un point M par une charge par!_hcmlleqpluﬂieenl’ :
=i+ o . —=+_ PM
E=—9 3. ouw= :
4 M, 0Ou o PM
Le champ crée par une collection de charges ponctuelles est défini et continu
en wout point de I'espace, sauf sur les charges.

* Champ créé en un point M par une distribution linéigue de charges de den-
sité A le long d'une ligne I :
M, OU

= adf
E(M) = ;
(M) PEr dmer? PM
Le champ créé par une distribution linéique de charges est défini et continu
en tout point de I'espace, sauf en les points de certe distribution.

* Champ créé en un point M par une distribution surfacique de charges de
densité ¢ sur une surface 5 : =

= P ﬂds L 5 --J_m

ﬁ(m-ﬂres N
Le champ créé par une distribution surfacique de charges est défini et continu
en tout point de I'espace, sauf en chaque point de cette distribution (disconti-
nuité 4 la traversée de la surface chargée).

* Champ créé¢ en un point M par une distribution volumigque de charges de
densité p dans un volume V : e

Ban=[[ -2V 7 caw-PM

E@a3) -ﬂjrev Ame BR Y PM -~
Le champ créé par une distribution volumique de charges est défini et continu
&n tout point de I"espace.

-
- . —+_ FM
e L

o Considérations de symétrie ot d'invariance

* Le champ électrique I_-.r:m: un vral vecteur (ou vecteur polaire), car son sens
ne dépend pas de l"orientation de 1"espace.

* Si la distribution de charges reste inchangée par une symetrie plane, alors le
champ E est inclus dans ce plan pour tout point M du plan.

* 5i la distribution de charges change de signe par une symeétrie plane, alors le
champ E est orthogonal a ce plan pour tout point M du plan.

* 51 une distribution de :ha*rgts @5t invariante par une rotation ou une trans-
lation, la valeur du champ E ne dépend pas de la coordonnée correspondante.

+ Theéoréeme de Gauss
* Le flux du champ E & travers la surface S est par définition :
v - LB LB2 I
= HEEJ{:IS, ou n est le vecteur normal a I'élement de surface dS.

* Par convention, on oriente la normale a8 une surface fermée comme étant
« gortante  de la surface. La normale 4 une surface ouverte est otientée 4 Maide
de la régle du tire-bouchon.




* Dans le vide, le flux ¢ du champ éitﬂ.‘ﬂtl‘ﬁ une surface fermée 5 est proportionnel 4 la charge
électrique ¢, contenue dans le volume V delimite par la surface 5 :

pfluxen'V-m

g=Tm . charge en coulomb (C)

g,

E, permittivite absolue du vide (SI)

Mise en ceuvre

Methode n® 1

Comment déterminer la « topographie » (direction et variable)

d’un champ électrostatique E ?

Soit une distribution quelcongue de charges et un point M o le champ ﬁ créé par ces charges est
défini. On se propose de déterminer la direction du champ en M et les variables dont dépend sa

valeur.
=+ Savoir faire

T O

@ Lorsque c'est possible, determiner par des considerations de symetrie la direction du champ

E. En déduire le choix d'un systéme de coordonnées.

nées cylindriques.

donnees.

& Lorsque c'est possible, déterminer par des considérations d’invariance les variables dont
dépend la valeur du champ. En déduire le choix d'un systéme de coordonnées.

® Vérifier la cohérence du choix du systéme de coordonnées par les deux raisonnement pre-
cedents (et indépendants). 8%l ¥ a plusieurs invarances par translation, on choisit les coor=
données cartésiennes, car ces invariances ne peuvent étre traduites en coordonnées cylin-
driques ou sphériques. 8'il v a plusieurs invariances par rotation, on choisit les coordonnées
sphériques. 5°il v a une seule invariance par rotation et ranslaton, on choisit les coordon-

@ Déduire de toutes ces considérations une expression du champ E dans cc systéme de coor-

L-----------------------------'-------J

=+ Application

Déterminer la direction du champ E créé en un point M par
une distribution surfacique de charges de densité o uniforme
sur un plan mAiniment étendu, ainsi gue les variables dont
dépend la valeur de ce champ.

Solution

O Lesplans &, et m, perpendiculaires au plan chargé et passant
par M sont des plans de symétric pour la distribution de
charges. La direction du champ E est donc porré par P'inger-
section de ces deux plans, ¢'est-a-dire par la droite passant par
M et perpendiculaire au plan chargé.

Comme la distribution est plane et gue I'on ne pergoit ni d'axe
de rotation privilégié, ni de centre de rotation, on peut élimi-
ner a priori les coordonnées cylindriques et sphériques. En
coordonnées cartésiennes, on nomme (Oxy) le plan chargé,
alors E est porté par I'axe (Oz) :

ﬁ = E(x, v E':I:IT'.

II-
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@& La distnbution de charges est invariante par toutes les translations de directions incluses dans
son plan. Deux invariances par translation imposent le choix des coordonnées cartésiennes. 5i on
nomme (Oxy) le plan :J:Lm-gé celui-ci reste invariant par toute translation de direction (Ox) ou
{Ow) .dnn::}:ch:.mpEen M ne dépend ni de la coordonnée x, ni de la coordonnée y !
E(x, v, ) = E(z).
@ Les deux raisonnements aboutissent au choix des coordonnées cartésiennes.
© D’aprés ces considérations d'invariance et de symétrie, on a donc en coordonnées cartésiennes
E = E(z)i.

Mathode n® 2

Comment déterminer I’expression d’un champ électrostatique E?

Soit une distribution quelconque de charges et un point M ou le champ E créé par ces charges est
défini. On se propose de dérerminer I'expression vectorielle de E en M.

=+ Savoir faire

r---_---------------_—--n_------- . R
i © Déterminer la topographie du champ E par des considérations de symétrie et d'invariances.
En déduire le choix d'un systéme de coordonnées (méthode n°l1).

|
| @ Chercher une surface fermée I, sur lagquelle la valeur E du champ est constante. Si cette sur-
I face n'est pas fermée, la compléter avec des surfaces X, ¥, 4 travers lesquelles le flux de
I E est nul. 5%l n'existe pas de telle surface fermée, alors poser |'intégrale qui propose le cal-
: cul direct du champ E. La surface fermée totale L, si elle existe, est appelée surface de Gauss.
| ' Si la surface de Gauss existe, appliquer le théoréme de Gauss a cette surface ; en deduire la
| valeur E du champ, puis son expression vectorielle E.

| 5%l n'existe pas de su de CFauss, calculer « directement » le champ @4 partir de la défini-
| tion. Projeter le champ E sur les directions dans lesquelles on sait qu’il n'est pas nul (voir @),
| Calculer les intégrales correspondantes. Faire le calcul de chacune des composantes (inté-
L griales scalaires), puis en déduwire 'expression vectorelle de E. -

=+ Application 1

Dérerminer I'expression vectoriclle du champ crée en un point
M par une distribution surfacique de charges de densité o uni-

M,
forme sur un plan infiniment étendu. / /
Solution

@ D'apres la méthode n® 1, on a un systéme de coordonnées cartésiennes tel que le plan chargé
est le plan (Oxy) :

—

= E(2)ii.
@ La valeur E(z) du champ reste constante pour z donnée. On j : !
peut donc considérer une portion du plan paralléle au plan T

{Oxy) et passant par M, par exemple un carré de cié a, noté

E,. Par ailleurs, en M’ symétrique de M par rapport au plan w| &
chargé (Oxy),ona: / ot _/

E(M) = - EM) g
car le plan chargé (Oxy) est plan de symétrie pour la distri- £ £ Lt
bution. :
On peut donc aussi considérer le carré de cote @ pasant par M’ £ M, A
symétrique de I, et noté E,. E‘|-'-.1|f"

5 Ep allat la champ ELIIM Ien M symétrique de M par rapport su plan chargé (D xy, ostle symatrique du champ
EIM) an M

C Oy rMpsode |




On construit alors le parallélépipéde rectangle de bases L, et E,. La surface I de ce parallélépipéde
r_.-nt‘ﬂméeetleﬂmdumnmp Eimm-:haque:ﬂtéﬂpzﬂ!:,ﬂiiutnul{clrmtn-utpuint,
E-n=0).
@ Si I'on écrit E(M) = E(z)u/, alors E(M”) = - E(z)w_ et le flux total 4 travers la surface de Gauss
vaut : "

& =9, + ¢, = 2E(z)a’, car E-w = E{z) sur E, et sur E,,
La charge intérieure au volume délimité par X est contenue dans un carré de coté a @

Yo = O b ELE i
Le theoréme de Gauss s'ecrit donc : - i | By
6 =42, soit 2B(z)a = 7= i ]
1l vient alors : o f
o . 3 = J - =
E(z)= — .dou:E(z>0)= —u, et Ez<0)=—u,.
2e, 2e, 2e, e

!' iy

il
-r,l- Le chow da s surface caonde n'n BUCUNE MPpOMANGE | on SUrait sussi ben pa prendre 4 la place une surfaca
an forme de traila § quatre Fewilles pourvu gu'elle sod paraliéle au plan (Oxy 2% gua ia valeur E du champ
reste constanta,

Z!\ La courbe E = Mz monira bien k8 descontinudé du champ sur la plan charge (2 = 0. Un point M guelconque
est l'intersection des plans (Msz), (Mya) et IMay) = (0, plans de symétrie pour la distribution de charges
an découte ; E = 0 pour r=1

C'est bian la valeur movenne des daux imites di champ borsqua 2 sannsle. On attaint alors-les imites do
modale - g champ ne diverge par sorles charges, car 8 distribotion est volemigue (méme si Con n'an pae-

i T ; =0
coit pas I'epaisseurl. Sa valeur passe danc de o i % de manérg continue lorsque l'on traverse la sur-
E F,

o L]

lace, mais son épaisseur non mesurable ne laisse voir qua la discontmeitd

=+ Application 2
Déterminer I"expression vectorielle du champ ﬁm:mtum

point M de "axe de révolution d'un disque de centre O et de m M
s

rayon R uniformément chargé en surface avec la densite o
positive et umforme.,

Solution

© On applique la méthode n® 1. Tour plan contenant
I'axe de révolution du disque contient aussi le point M
et est un plan de etric pour la distribution de
charges : le champ E en M appartent donc & leur
intersection, c'est-a-dire a 1'axe (Oz) de révolution du _,_-" !
disque. A priors, on pourrait choisir indifféremment un : ;
systéme de coordonnées cvlindriques ou de coordon- e R e e
nées cartésiennes, mais la forme de la disrributon

incite a préférer les coordonnées cylindriques, d"autant que la distribution est invariante par rota-
tion autour de 'axe (Oz) : il faut donc bien choisir les coordonnées cylindriques, (Oz) étant I'axe
du disque autour duquel il y a invariance par rotation (axe de révolution). Le point M érant sur
I'axe, la seule variable est alors sa cote z et on écrir ;

EM) = E(z)u.

T

L R L P el B (PO
; *

W-E s

a‘i
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b=y

& Pour trouver une surface de Gauss, il faut que la valeur E du champ reste constante. Or on ne
connait la direction du champ que sur I'axe (Oz). Pour un point M n'appartenant pas 4 I"axe, il
n'existe qu'un seul plan de symérrie (celui contenant M et 'axe), insuffisant pour connaitre la
direction du champ (E-n'n’est alors pas calculable). En outre, il n'y a qu’une seule invariance (par
rotation} : il n'existe donc pas de surface (décrite par la variation de deux coordonnées) telle que
la valeur E reste constante.

Comme on ne peut pas trouver de surface de Gauss, on calcule directement le champ a partir de

S . : odS .+ _ odS PM
EEHPESdE_ﬂPES dme r . h”r-es dner?  PMY

® Le champ résultant Emdulpc suivant (Oz), On projette
chague champ élémentaire dE sur cet axe pour avoir sa
contribution au champ total -

@ds EMH,
dE &, = dE_= = T
— — -
Or: PM-if, = (PO +OM) &, =3 et PM=Vi+ 2,
_ ads =
donc : dE, i, (VEIED

En coordonnées cylindrigues, on a : d5 = dr x rdf.
Pour parcourir le disque, on intégre donc sur r (entre 0 et R) et sur 8 (entre 0 et Zm).

B=[, =] Wﬁ"i’ﬁ, a0 =2 [ R A )

E'_ﬂz {r’-l'i‘-"}“] x Jop* = - -2

ol b, G

By L =244
E= e [ 1{=+_-;= Izl]
Dol finalement :
B0 =2 [1- E=]d o Baco= - iR

Lorsque I'on trace la courbe E= E, f{:},ladurmunmtcms-l}appmﬂAup-umtﬂ,lcplﬂn
{D::;]tﬂunphndes}mémempp]émmetﬂmtﬂz ﬂ,‘:-ﬁ

L]

g
£Ep

On retrouve la limite du modéle discutée dans application 1. Le mieux est de ne pas chercher d
calculer le champ sur les surfaces chargées : le probléme de la modelisation disparait alors de lui-
meéme.
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Niveau 1

Ex.1 Dans un cylindre
Soit un cylindre C a base
circulaire de ravon KB et de
hauteur infinie et soit un
point M. Un champ E est
crt¢ par une distribution
volumigque de charges de
dengité p uniforme dans le
cylindre C.

Preciser le domaine de defimbion du -:hm-np E puis
dérerminer son expression vectorielle. Tracer "allure
de la courbe donnant les variations de la valewr
E =[ Ell du champ en fonction de la position du
point M.

Ex.2 Dans une sphére
Soit une sphére de ravon B

chargée en volume. Un

champ E est créé par la dis-
tribution volumique de

charges de densite p umni- .
forme. M
Préciser le domaine de définition du champ E, puis
déterminer son expression vectorielle,

Ex.3 Le long d'un cercle

Soit un cercle d'axe (O=),

de centre O et de rayon R i
Cette circonférence porte !
une densité de charges [ .
linéiques A uniforme. i 7

1) Déterminer la direction -.,

du champ en tout point M A

de 'axe (02,

2) Calculer E en tout point M de 'axe (Oz), Tracer
Fallure de la courbe donnant les variations de la
valeur E = || E|| du champ en fonction de la positon
du point M.

Ex.4 Sur une sphére

On considére une sphére de
centre O et de ravon K. La
surface de la sphére est uni-
formément chargée avec la
densite & uniforme. Préciser
Fensemble des points M ou

-~
!
|'
le champ E crée¢ par cetre

\ 0 ]
L1
l}‘u___/’/ )
M
distribution est défini.

Calculer la valewrE = || E|| du champ en M.

' Chapitre 2 : La champ aélacirostatoue

Jlcercices

Ex.5 Surun cylindre

Omn considére un cylindre, 4 . R,
base circulure de rayon R e
et de hauteur infinie, dont — ]

ment chargée avec la den-
sité o uniforme. Préciser le
domaine des points M ou le
champ E est défini.

Caleuler la valeur E = || EH du champ Een M,

A
L)
la surface est uniforme- !
i
1
1)
i

Niveau 2
Ex.6 Dans une couche plane

On s'intéresse au champ E créé par une distribution
volumique de charges de densité + p uniforme et
positive, comprise entre les cotes 2 = +aer e = — a,

& 7 .M

r

+p 2a

1) Déterminer le domaine de définition et la topo-
graphie du champ E (direction, sens, coordonnée(s)
d’espace dont dépend sa norme) en un point M.

2} Déterminer "expression du champ E créé par
certe distribution en wout point M oo il est défind,
pum tracer la courbe donnant les vanations de

=|E || en fonction de la coordonnée du poing M.

3} En déduire I'expression du champ E crié par deux
distrbutions velumiques de densités uniformes et
opposées, dont I'une de densité p occupe 'espace
codmipris entre les plans d"équartion £ = 0 et £ = 2a, et
Pautre de densité - p occupe ["espace compris entre
les plans d’équation £ = 0 et 2 = — 2a.

Ex.7 Le long d'un segment

On considére le champ E

créé en un point M par une E‘
distribution linéigue de
charges de densité & uni- l
forme, le long d'un secg- i
ment rectiligne AB de lon- |

guewr L. L | -M
1y Montrer gque, dans un
svstéme de coordonnées
adequat, I'expression du | |
champ E n'a que deux com- A
posantes 1 o il est définmi.

2} Calculer chacune des composantes du champ E
en vout point M o il est défini.



Ex.8 Densité non uniforme
Soit une sphére de rayon R.
On considére une distribu-
ton volumique de charges,

continue mais de densité p Rt

non uniforme. La valeur de pird

cete densivé dépend de la 3 .
distance r' au centre de la M
sphére :

i 1
p(r) =p, [1- E)'

Dterminer 'expression vecrorielle du champ E criéd

par cette distribution de charges en tout point M de

Vespace o il est défini.

Niveau 3
Ex.9 Non uniforme sur une sphére
Une sphére, de rayon B et 4
de centre ), porte en bout T

point P de sa surface une “"g!,-: B ™

distribution surfacique de {

chatges de densité ; T P
T = o, cosl, s

oi B est Pangle entre (OF) et Paxe (Oz) {dmn&:re de

la sphere).

Déterminer I"expression du champ E au point O,

Ex. 10 Sur un ruban
On considére une distribu- T
tion surfacique de charges,
de densité o répartie unifor- o
mément sur un ruban plan ]
rectiligne d'épaisseur 2a et ¥
de longueur infinie, On note £
(Quy) le plan du ruban, le
ruban étant centre sur I"axe. v
1} Quelle sont le domaine de définition et la direction
du champ en un poing M de "axe (O] #
) Exprimer le champ E en tout point M de "axe
(02} o il est défimi.,
de. 1

pEgrT can:mn[':]+K_
3 En déduire 'expression du champ erde par un
plan uniformément chargé.

Ex. 11 Un trou sphérique
Soit une sphere, de centre O
et de rayon R, chargée uni-
formément avec la densité
volumique de charges p.
Cette sphére posséde un
trouw sphénque (dans lequel
il m'y a pas de charges) de

rayon %ﬂ de cenire 0)' se trouvant sur "axe (='x) a
y E
la distance s de O .

Monmrer gue le champ élecrrique est uniforme dans
le trou sphérique. Déterminer son expression,

Ex. 12 Symeétrie sphérique
On considére une distribu-
tion volumique de charges i
syméime sphénque de centre

O, Les charges sont réparties
en volume avec une dengitd
pir}, r désignant la distance
au point O,

La densité p est :

- nulle entre r=D:tr=E,:tpum'r2-'R;
R
- non nulle entre r = Eel.r=R.

La charge totale de la distribution est (). Le champ E
crée par cette distribution vaut :

E = klor - R) o dans l'intervalle [% -,R],

ol u, est be vecteur unitaire radial de la base des coor-
données sphérigques.

1) Donner le domaine de définition du champ E. Le
champ est-il continu partour ?

2} Dvterminer E '1|E” pour r{E En déduire la
valeur de a.

3) Déterminer E = || E|| pour r > R. En déduire la
valeur de E,

4) Appliguer le théoréme de Gauss pour un point M

de l'intervalle l : RJ ef obtenir une équation donnant

une primitive de la loi p(r) en fonction de E = || E||.

5) En déduire la loi pir). Viérifier 'homogénéité de In
formule obtenue.

Ex. 13 Densité linéique

Soit un gercle daxe (Oz),
de cenpre ¥ et de rayon R.
Cette circonférence porte
une densite lingique de
charges & uniforme. | o | 7
1) Déterminer le champ E A S

en tour point M de I'axe i

(Orz) onb il est défini,

2} Omn se place maimntenant en un point M® du voisi-
nage du point M de I"axe de révolution du cercle. M
est le projeté orthogonal de M’ sur "axe ot on note
la distance MM, avee r < 2. On admet que la com-
posante axiale E du champ (selon la direction de
I"axe) reste constante entre ces deux points. En M, le
champ n'est plus purement axial selon {02} et pos-
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side donc une autre composante i calculer,

a) Quelle est la direction de cette autre composante ?
b} On soubhaite calculer 'expression de cette compo-
sante en fonction de E . En utilisant un cylindre &lé-
mentaire de haureur dz et passant par les deux points

M er MU, érablir une éguanion différennelle reliant les
deux composantes du champ,

¢} Calculer alors cette seconde composante en fonction
des dennées, Existe-t-il une valeur de z pour laquelle
cette seconde composante est nulle ? Commenter.

Indications

Ex. 1,2 det5

Revoar les methodes n® 1 et 2 pour appliquer le
théoréme de Gauss,

Ex. 3
Exprimer le champ élémentaire créd par un 2lé-

ment de longueur.

Ex. 6
1) er 2) Penser & érudier la parité du champ,

3} Appliquer le principe de superposition et faire
dies changements de repite.

Ex. 7

B¢ reporter & lapplication 2 du cours.

Découper la surface en surfaces élémentaires en

forme de couronnes ef sommer les composanies
« utiles + des champs élementaines.

E Chapitre 2: Le champ electrostatigues

Ex. 10/

1l est bon parfois de « couper les cheveus en quatre
dans le sens de la longoeur » : be ruban n'est=il pas
un empilement de fils 7

Ex. 11
Penser au principe de superposition,

Ex. 12

Le prebleme tourne autour du théoréme de Gauss
et de la continuité du champ,

Ex. 13]
La nomation différentille de la dérivée d'une fone-
tion f s’exprime par :

() = M#*ﬂ;m,mux_m.




tzons des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

La distribution de charges étant volumique, le champ est défini et continu en tout point.
Comme dans la méthode n® 2, on commence par les considérations de symérrie et d’invariance.
= Svmeétries
Soit H le projeté orthogonal de M sur 'axe du cylindre.
Le plan 1, contient I"axe du cylindre et la droite (HM) ;
le plan n, content la droite (HM) et est perpendiculaire
a l'axe du cylindre. 1, et m, sont des plans de symétric
pour la distrdbuton : le champ E est inclus dans leur
intersection, c'est-i-dire la droite (HM), et il est dmge
comme HM, c'est-d-dire comme le vecteur unitaire u
des coordonnées cylindriques. La forme de la dﬂmhu-
tion incitait 4 choisir ce systéme de coordonnées et les
I plans de symétrie sont facilement identifiables dans ce
SVSDémEe ;

mo= (M, w)etm, = (M, u,), done : E(M) = E(r, 8, 2)u.
I = [Avariances
La distribution reste invariante par toute rotation autour de 1'axe du cylindre, ainsi que par toute

translation le long de son axe. Le sysréme de coordonnées cvlindriques est done adapté car la
| rotation concerne la coordonnée 8 et la translaton la coordonnée = On en déduit E = E{r).

Finalement, dans un systéme de coordonnées cylindrigues ; lfl{M} = E(r) u'r.
| Recherchons une surface de Gauss, Comme E reste
constant lorsque r est constant, cela définit, en coordon-
nées cylindriques, un cylindre de rayon r. Soit E, la sur-
face de ce cylindre. Le champ et la normale sont coli-
néaires ot de méme sens | le flux sera proportionnel 4 E
et simple i exprimer. On ferme ce cylindre par deux
disques X, et I perpendiculaires a 'axe (Oz) et distants
d’une hauteur k. La surface =1 + L + L, est donc fer-
mée. Le flux du champ Ea travcrs. deux qum:s E et L
est nul, car en tout point I de £, au LZ,ona: E " —ﬂ

| Le flux du champ électrostatique E i rravers I vaur :
| ¢ = ﬂtﬂ-u'dﬂ =j ) E o dS + L[:JE.ugds + J[J[ E:#,dS = ﬂz EdS, = ES, = E2nrh.
=1 =1

Pour calculer la charge se trouvant a I'intéricur de la surface de Gauss, on distingue deux cas :
M se trouve a I'intérieur ou 4 'exrérieur de la discribution.

Dans le premier cas, les charges concernées me sont quune partie de celles présentes dans une
hauteur & de la distribution et on prend en compte 1a totalité du volume délimite par la surface

de Gauss : 4 (r<R) = J-J-J‘.,r-pdv - pHLIdgr = pV = prrh.
Hansites r |




Dhans le second cas, la totalité de la hauteur A de la distriburion se wouve i IMintéreur de la surface
de Gauss, laquelle n’est plus entiérement remplie. Il vient dong :

d(r > R) = puR?h,

On applique maintenant le théoréme de Gauss dans chacun des deux cas précédents :
¢ = E2urh = -i!';-:t.

2h r - —
—pourr<R:g (r<R =pnrh; o= Er<R = £ dou: Er<®) = 2T ')
y r 2, F 2!'"

—-pourr>R:g (r>R)=paRih;d = En—l:i ;E{rhﬂ.}=£ ﬂﬁﬁ:ﬁ(""'“ﬁl:%;p
r
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La courbe donne les vanations de E en fonction de
celles de r. On vérifie que le champ est continu,

Exercice 2

La distribution de charges étant volumique, le champ est défini et continu en tout point de I'espace.
Comme dans la méthode n® 2, on commence par les considérations de symétrie et d'invariance.

Vu la forme de la distribution, on choisit le systéme de coordonnées sphériques, "origine O étant
le centre de la sphére.

= Symetries

Tout plan nt contenant la droite (OM) est plan de symé-
trie de la distribution. On a tracé, par exemple, les plans
T, ={M;E:.i]::l et |, = I:M;u:,u:}:klrtctturdlm'lip
¢lectrostatique E est_inclus dans leur intersection, la
droite (OM). Donc E est dirigé comme OM, c'est-a-
dire comme le vecteur unitaire 1 des coordonnées
sphériques (ce qui valide le choix du systéme de coor-
données).

Donc : E(M) = E(r, 8, §)& .
* Invariances
La distribution est invariante par toute rotation autour de origine O, Deux rotations autour d'un
point étant mises en évidence, le systéme de coordonnées sphériques est adapré.
On en déduit que E ne dépend ni de 8, ni de ¢ : E = E(r).
Finalement, dans un systeme de coordonnées sphérigues E{M} = E(r]id:.
Recherchons une surface de Gauss. E reste constant amm—
lorsgque r est constant : cela définit, en coordonnées e
sphériques, une sphere de rayon r. Sur cette sphére (sur- o
face X), E et la normale sont colinéaires et de méme
sens | le flux sera proportionnel @ E et simple 4 expri-
mer. De plus, la surface est fermee. Le flux du champ . .
électrostarique E & travers I vaut ' :"n“‘ A ,-'.\K
E

f———————ecepercsTraTETETErswy

-

o= Htﬁaﬁ'ds = JLE:IS = EI _dS=ES= Banr,
3
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11 reste @ calculer la charge se trouvant a 1"intéricur de la surface de Gauss, Deux cas sont a dis-
tinguer, selon que M se trouve 4 linténeur ou 4 PMextérneur de la distribution.

Dans le premier cas, les charges concernédes ne sont qu'une partie de la charge rotale de la distri-
bution et la totalité du volume délimité par la surface de Gauss contient des charges :

amir <R = [[[ pav =pl[[ av=pv=pine.

Dans le second cas, la totalité de la charge de la distribution se trouve a l'ntérieur de la surface de
(rauss, laquelle n'est plus entiérement remplie. I vient done ;

4
qlntl:r - R:I = PE“RJ'
On applique maintenant le théoréme de Gauss dans chacun des deux cas préecédents :

¢ = Banp* = 2,

—~Pourr<R:g_ (r<R) =|:|%1'l:r-a ;¢=%;E(rﬁﬂj = —%,d'nﬁ: ﬁ(r-:l'ﬂ = -%E_.

3 3¢ 3¢

1] ]

_Pourr>Riq r>R) =prart; o= prapy = PR gi BearR)= -;L:ii’,_

Jl.E

La courbe donne les variavions de E en foncoon de
celles de v, On wvérifie que le champ est continu.

Exercice 3
1) Cherchons les plans de symérmie. Tour plan conte- . I
nant I"axe {Oz) est plan de symétrie pour la distribution 5 : s
(ici les deux plans &, et n,). Lintersection de tous ces ﬂ\r T L
plans est la droitg (Oz), donc en tout point ME: I"axe | [;]L.r'ﬁll ME |
(Oz), le champ E est porté par cet axe : E = Eu_. - " ' 2

2) On ne peut pas trouver de surface de Gauss car on
ne connait la direction du champ E: que sur Paxe (Oz)
en dehors de cet axe, on ne peut plus trouver qu'un seul
plan de symétrie, ce qui est insuffisant pour rouver la direction de E De plus, il n'y a qu’une scule
invariance par rotation, ce gui empéche de trouver une surface pour laquelle E reste constant.

Il faut done procéder au calcul o« direct « du champ. La distribution étant linéique :
= _ Adf PM
EM) =), ane, PM*’
On sait que le champ résultant est dirigé suivant (Oz2).
On projete done chaque champ élémentaire sur cet axe
pour avoir sa contribution au champ total (composante
« utile «) :

_ _df PM-id
T ame, PM®

Or . PJ":'I'E: = I:E‘EI +D;‘i‘,|-u:=a’ et PM =R+ 22, dou;
_ adE £
4B, = ame, (VR4 =Y

Exafcices H

dE-u:= dE




Il reste a4 exprimer df. Vu la forme de la distribution, les coordonnées cylindriques (et méme
polaires ici, car le cercle reste dans le plan (Oxy)) sont adaprées : df = Rd8, car on intégre sur B
{entre 0 et 2n) pour parcourir le cercle :

_ _[* ARde z _ AR z m o AR x
E=_p[de‘_ - dme, (VR +39)'  dne, n:\fR*u*}*JHdﬁ' %, (VR +op
Finalement : E(z > 0) = i =z ;

2, (VR +o)

En fait, cette expression reste valable lorsque = < 0, car le plan (Oxy) du cerceau est plan de symé-
trie, le champ E’ au symérrique M’ de M est le symétrique de E, c'est-a-dire — E : le champ est
donc une fonction impaire de la vanable z. Or la formule c-dessus est une fonction impaire de la
variable z, donc elle reste valable lorsque z < 0.

Exercice 4

La distribution est surfacique, donc le champ E est défini
et continu partout, sauf sur les charges. On ne cherchera
done pas 4 le calculer sur la surface de la sphére.

Les considérations de symétrie et d'invariance sont
identgues & celles de 'exercice 2. En effet, on conserve
une forme sphérique pour le dispositif, avec une distri-
bution de densité uniforme. Le schéma est identique
aussi. En coordonnées sphériques : E(M) = E{r)u.

La surface de Gauss est aussi une sphére de rayvon r = OM. Le flux du champ électrostatique ﬁ a
travers cette surface a &t obtenu :

& = Ednr,

Il reste d calculer la charge se trouvant i 'intérieur de la surface de Gauss, Deux cas sont a dis-
tinguer, selon que M se trouve a I'intérieur ou a "extéricur de la sphére sur laquelle est déposée la
distribution de charges.
Lorsque r = R, la surface de Gauss est plus petite que la sphére chargée et les charges sont toutes
a I'extérieur de la surface de Gauss : g, = 0.
Le théoréme de Gauss donne : ¢ = Ednr? = -?Ll =0, sont Efr<R) = 0.

]
Lorsque r > R, la surface de Gauss est plus grande que la sphére chargée et contient la totalité des
charges : ¢, = g4nR%.

z 1,
Le thécrme de Gauss dosne : ¢ = Eaxes = St = OUR. L oo m = IR u,.
£, £, Er?
AE
On trace la courbe donnant les varations de E en fonc- d ------ i
tion de r. On remargue la discontinuité du champ ‘ 4
lorsque I"on arrive sur la sphére chargée. l"'\
PN
L o
Exercice 5 0 A J

La distribution est surfacique, donc le champ E est défini et continu partout, sauf sur les charges.
On ne cherchera donc pas a le calculer sur la surface de la sphére.

Les considérations de symétrie et d'invartance sont identiques a celles de 'exercice 1). En effet, on

conserve une forme cylindrique pour le dispositif, avec une distribution de densité uniforme. Le
schéma est identique et rappelle les symetries et invariances.
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En coordonnées cylindriques : E(M) = E(a. P TP Ty e o,

La surface de Gauss est aussi la méme que celle rouvée E ] 5
dans 1"exercice 1), i savoir un cylindre de rayon r = OM R e
et de hauteur k. Le flux du champ &lectrostatique E 4 ,,__I"'_r:. hjfﬂu L
travers cette surface a eré obrenu. A Sl (. e i '_"f'f': E.-:
Il reste i calculer la charge se trouvant & l'intérieur dela <} . M . S
surface de Gauss. Deux cas sont a disunguer, selon que : = ! i

M se rouve @ intérieur ou i 'extérieur du cylindre sur S . -t SR . S

lequel est déposée la distribution de charges.

- Lorsque r < R, le cylindre de Gauss est plus petit que le cylindre chargé et les charges sont toutes
a I'extérieur de la surface de Gauss : g_ = 0.

Le théoréme de Gauss donne : ¢ = E2rrh = H;— 0, soit E[r <R)= 0.

- Lorsque r > ]L le cylindre de Gauss est plus granr_l: que le cylindre chargé et contient la totalivé
des charges - = g2rRh.

Le théoréme d..- Gauss donne : ¢ = E2nrk = 4 = ardics , soit E(r > R) = oR .
£y Eo EF
1 E
s .
On trace la courbe donnant les varations de E en fonc- : Al
ton de r. On remarque la discontinuité du champ 5
lorsque 1'on arrive sur le cylindre chargé. :
F I
0 f '

Exercices de niveau 2

Exercice 6
1) Les charges sont volumiques : le champ E est défini
et continu partout. El
Déterminons le sens de E grice aux considérations de Iil"."lj-'c‘.'l """'""'""_'""*:'""I’"'I
symétrie. On se place en coordonnées cartésiennes, car i i :
o systéme est préconisé par I'énoncé et la forme de la ] A" B
distribution est parallélépipédique. Les plans {Myz) et © H '_'”_‘"Ti; B ' : .
(Mzxz) sont plans de symérmrie de la distribution : le : 0 : i”:' —
champ est inclus dans leur intersection, la droite (M=), : L : : I"
Donc : E(M) = E(x, » 2. : :
On constate deux invariances par translation selon les : P e
directions des axes (Oux) et (Oy) : le champ ne dépend "'LFM_
ni de x ni de v, et E[‘-.-'l:l = E(zju M

2) La situation concernant la topographie du champ est
la méme que celle de I'application 1 de la méthode n® 2

de ce chapitre : on pourra donc appliquer le théoréme EA ¥y
de Gauss, La surface de Gauss sera un parallélépipede AF AW
._;-"’

rectangle dont les arétes sont paralléles aux axes de
coordonnées.

Une des faces passe par le point M et posséde la surface
5, et done flux de E se calcule facilement. Le probléme
est de trouver la seconde face paralléle a celle-ci et 4 tra-
vers laquelle on connain le fux.




Ici, on remarque que le plan (Oxy) coupe la distribution en son milieu et est encore plan de syme-
tric pour cette distribution. Le champ E' au symétrique M' de M est le symétrique de E, c'est-a-
dire = E : le champ est une foncuon impaire de la variable z er on n'a donc besoin de le calculer
que pour 2 > 0,
En tout point M, du plan (Oxy), il y a trois plans de symétrie orthogonaux : le champ E?nt nul,
La surface de Gauss (dessinée en pointillés) passe par M et repose surlt: plan {Oxy). Le flux de E
4 travers les quatre ﬁ!:ﬁnﬂnpﬂ'pﬂlﬂ]tulmrﬂi(ﬂs}mnul {mE n =0). Le flux & travers la
face reposant sur le plan (Oxy) est nul (car E{s =0 = ﬂl} Le flux & travers la face qui passe par
M est : & = E(2)S et vaut donc le flux total.
Il reste @ exprimer la charge intérieure a la surface de Gauss. Elle dépend de la position de M.
- Pour z > a, les charges intérieures sont comprises dans un cyvlindre de base S et de hauteur a :
d = PSa.
- Pour a > 2 > 0, les charges intérieures sont comprises dans un cylindre de base S et de hauteur #:
o = P52,
Appliquons le théoréme de Gauss
Pourz>a, ¢ =E(z)5= s EE:##}‘E
£y € &

Poura>z>0,4=E@s=2=0% pos.50= 22
£ & €,

L’expression finale du champ est obtenue complétant par imparité :

- = - — -E i 4E
ﬁ{:ﬂ: a) 5 H_j '::f .
. :
tﬁ{raﬂz-l:::ll:ElT.i -3 '
0 a "
. B = P2 :
E(z = a) 5 H 3 i/ pa
On rtrace la courbe E = f(2). e

-G: Powuwait-on choisir une autre surface de Gauss 7
On a utihs# e fait, dans [a gueston 2, gue le champ ast nul sur le plan {Oxe pour = fermer » la surface. On pou-
vait aussi utiliser [ propriété de parité du champ : Elz) = - El . On prend alors la méme surface de Gauss que
dans I'application 1 de la mathode n® 2 da ce chapiire. Le flux est alors le double ;& = 2E(215. Mais la charge inté-
rigure a5t aussi doublée et on aboutit au méme résuitat.

3) On procéde par superposition. Le champ ﬁ*créépurhdiat_l:lhuﬁnn positive est celui calculé
précédemment, m:ismr:cuntghanpﬂnmt d'ongine, car il faut E*(z = a) = 0. Il faut donc chan-
ger z en £ — a dans le champ E précédent, et on obtient ;

E'(z<0)=- ;E W ; B'0<z<2a)= P—{‘T—“F . E'(z>2a) = ;E W

s s
n 0 n

Pour obtenir le champ F.l.' créé par la distribution négative, il suffit de changer zenz+ a¢tpen
- p dans E :
é{xﬁ—ﬂa}:%i . Eh-l:,__zﬂ-dzi:ﬂ}=- M;‘: : E-;{E:"n]l=--;En_::.
] ]

Lz champ total ﬁ, est la somme des deux précédents, avec maintenant quatre intervalles :

+ Bz <-2a) =E(s<-2a) +E'(z < 0) = f W, - ‘E W, =0

. Chapitre 2 : Le champ électrostatique



lE{{—:ﬂﬂ:‘:ﬂ}:é{_gﬂ-{ﬂ.ﬂD:I+Eh+{.£{ﬂ}:_ EE:'I: u—lziuh=_|!!!+3¢!£.

F . = Eﬂ -
. ]i(l]-::-:la] =E(z>0) -I-E'*{ﬂ{.'r{ 24) = - o !I:'l' pls = a) H: _ plz = 2a) u:;
E, £, E-
. E;{Ii" 2a) =E{z>0) +E*z > 2a) = _ pa i+ _IE“I- -0
£, E,
L E
—2a 2a -
La courbe Er = f{z) a donc I"allure suivante : Q/ "
Jpa

Exercice 7

1) Le plan contenant M et le segment est plan de symétrie pour la distribution. Ainsi, le champ en
M est inclus dans ce plan : il n"a pas de composante orthogonale 4 ce plan. Comme la distribution
est invariante par rotation autour de ’axe du segment, on choisit un systéme de coordonnées cylin-
drigues avec 'axe (Oz) contenant le s:gmtn't chargé.

Le plan de *ag.lm:m: est le plan (M ; :r,, u } et champ électrostatique E en M n’a donc pas de com-
posante suws.m ™

2) Le champ E n'est pas défini sur les charges car la distribution est linéique. Il est défini et continu
partout ailleurs.

Comme on ne connait pas la direction du champ en rout point ¢t qu’il n'y a qu'une invariance, on
ne pourra pas appliquer le théoréme de Gauss pour calculer E. Il reste I'intégrale gui le calcule
# directement #» En orientant 'axe (Oz) de A vers B :

T ™ hdz PM
o = [ aE=| i

A\ Il est important d'orienter 'axe, car df = dz doit #tre positif et si l'on intégre de A vers B, dz sera positif 5i Maxe
@3t orienté de A vers B
Le principe du calcul est le méme que pour I"application 1 du cours de ce chapitre.

La méthode est la méme, seules les bornes d'integration changent. On rappelle done les étapes du
calcul sans en développer les arguments.

Les composantes du champ E s'écrivent :

E = s Adz ¥ . E _Jl""“n Mz  -=x
- i ! 4“0 (Ve + 27 ' A By 'imn {VP=+¢:J!'I \
On change de variable en prenant "angle « tel que tano = 1: dz 4 P
On a alors d{tane) = (1 + wn*o)de = d:::. = E, car r reste z i
' ' COSTE F 05
AT M
Lorsque £ — z,, alors @ — &, et 2 — =, correspond a o — o, 0 g IF'-‘HL I
Les composantes du champ peuvent maintenant étre calculées, en e
substituant z = rtang, dz = rdo et VP + 2 = — |
o COSE

~ rtanc - A . 2

E = r 4 = 1 sinadee = di— cos
y 4:I'LE|] ms’u (rfcoso)* AmEF Cay dREr u ( )

o= 2

Exaitsces H

" (cosc, — cosa,).




e[t rde r 2 Ezcnﬂdu:::—-—l “d(sina) ,
AmEr my

" Juy dme, cos’oe (rfcoso) B 4mer oy
A : A
= —qmﬂr [nnu]ﬂjl — (sinot, — sino). By
On peut enfin exprimer les angles o, et o, en fonction des don-
nées L, r, 2, et 2, : A \

r " =,
cosQ, = P OBNN, = —— A
N B RV~ :

— r s H = ] & = — | m‘:"l
coad, = \rl + 2 3 Sind, Vi + z3 * L=2-3, b 1-..'.”5’.'....-...:.;.,,.,1

Exercice B

MNous appliguons encore le méthode n® 2, trés générale
lorsque I'on souhaite calculer un champ électrostatique.
Le champ Ff creé par cette distribution est défini et
continu partout car la distribution de charges est volu-
migque.

Les considérations de symeétries et d'invariances sont
identigues i celles de I"exercice 2. Les plans de symértrie
sont en effet conservés (meéme forme) et les mvariances
se répétent car la densiré ne dépend pas des angles 8 et §.
Dans un systeme de coordonnées sphériques (préconisé par I'énoncé car celui-ci parle de « dis-
tance & un point =, et vu la forme de la distribution) : E(M) = E{r}l._i:, on r= ML

On rappelle ci-contre le schéma faisant apparaitre ces considérations géométriques.

Comme "'on connait la direction de ]f et la variable dont il dépend en tout point M de I'espace,
on peut espérer raisonnablement aboutir en appliquant le théoréme de Gauss.

______

La surface de Gauss reste, comme dans I'exercice 2, une =S T,

sphére centrée sur O et de rayon r = OM, pour les £ '

mémes raisons. Le flux de E a travers cette surface fer- ;

mée a aussi eté caleulé : '
¢ = Edmr?,

Mais le calcul de la charge intéricure est différent car la

densité est ici non uniforme. Il reste cependant deux cas

i considérer : r < R pour lequel la charge intérieure est

celle contenue dans la sphére de Gauss et n'est pas la charge totale, ou r > R pour lequel la charge

totale de la distribution se trouve i Pintérieur de la sphére de Gauss,

~Pourr<R:

<m0 = [ oerav= [ o1
=p, L_ﬂl{l - %)r”dr' x J:o sinBdf x f_:clltr = 4np, ,['._,;,(l - %:]r’ldr’

Labll rHL:=4IT r’{L— r:a]
3 SRz P 3~ spa )

- -
a¢- Lorsqu'il v a des invarianges selon les angles, le grandeur & intégrer ne dépend que de r, On peut intégrer direc-

)r” dr'sinbddde

= 41':'}':

temant sur les angles. Le wilome élamentaira ast calu d'une couranne sphangue compnsas entra les rayans r
gt r+ dret devient dv = deridr,
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- Pour r > R, l'intégrale est la méme, seule la borne d'intégration change : on intégre entre 0 et R
au lieu de la faire entre 0 et r. On a alors :

B n r"'r_ ,ll(l R® | _ Bap,R’
‘?"{r}n}_“““[a_ﬁara_‘lmﬂﬂ 3'5113)_ 15

On applique maintenant le théoréme de Gauss dans chacun des deux cas précédents :

¢ = Eagr: = I
£,

_ _ ‘1 r L _ G _ dmport (1 Pt
- Lorsque r< R: g _(r<R) —4Ipur11'lj ——SRIII ; 0= E4nr® = Eu = e (3 EF.:] ,
E(,.{RJ=.Eii(l_’_1)_d*ﬂﬁ:ﬁ{r.qm=E.ﬂ.".[l-_"_:) P
. 3 SRF g, '3 SR T
3 3
- 15 £, 15,
SR Ees Ry = 2R
EI:I"-‘*R:I-- ]‘_:.Ec‘rlldﬂu-E{r}R}- IS.E'.T: Hp' JI.E
Pt fHH
La courbe donne les vanations de E en fonction de I I Yy
celles de r, I,." E \\_\
On vérifie que le champ est continu. / ; — ~
0 R i

Exercices de niveau 3

Exercice 9

1) 11 s*agit de calculer le champ créé par une distribu-
ton surfacique de charges en un seul point. On ne
constate qu'une invariance par rotation autour de Maxe
(0z). En revanche, tous les plans contenant Paxe (0z)
sont, du fait de I'invariance, des plans de symétrie pour
la distribution : le champ est dirigé selon (Oz) en tout
point M de cet axe, donc aussi en O.

On calcule ce champ par intégration 4 partir de la dis-
tribution qui le crée {calcul « direct #) :

E(0) = ﬂ dS PO

res 4me, PO
O sait gue le champ résultant est suivant (Oz). On projette done chague
champ élémentaire sur cet axe pour avoir sa contribution au champ total. Va "'_R"';gxp
_— - Sl
- odS PO-i A8
dE(0) i, = dB, = 4, PO T OP =R LR
5, "
- - L - 5 cosh e
or PO'w =({PH + HO) u_= - Rcost, donc dE_= od .
5 = L 4:!51: R?

Il reste @ exprimer dS. Vu la forme de la distribution, les coordonnées sphériques d'axe (Oz)
conviennent (@ est alors I"angle correspondant des coordonnées sphériques) : d5 = Rsintdg = RdB.

Ewmicices T




On invégrera sur 0 (entre 0 et x) et ¢ (entre 0 et 2n) pour parcourir la surface de la sphére. Avec
@ = g,cosb, on obtient :

o ds
_ — oycosf Risinfdfde cosb _ — g, J:-o . =
B =] _dE, R e o o7 05in040 x J,_, do
" 9
E =9 [ cos®d(cost) x 2 = 20 [“”
<l 2, 2
E(0)=- 2.4
3e,

Exercice 10

1) La distriburtion est surfacique, donc le champ E créé en M par cette distribution est défini et
continu partout sauf sur les charges : on ne le calculera pas au point O,
L'énoncé propose un systéme d’axes de coordonnées cartésiennes : gardons nous de le contredire
(la géométrie du ruban est conforme 4 ce choix). Les plans (Oxy) et (Oxz) sont plans de %y'mﬁri:
pour cette distribution. Le champ E en M est donc inclus dans leur intersection (Of): E=Eu
2) Comme on ne connait pas la direction de E en tout point de I'espace, le théoréme de Gauss ne
donnera rien. I1 faut donc passer par un calcul « direct »,
La démarche physique est de découper le ruban en fils rectilignes. On connait en effet I"expression
du champ électrostatique créé par un fil rectiligne (voir les applications 1 ou 3 de ce chapitre). Il
restera A sommer les champs des fils consécutifs. Le but de cette démarche est de ne pas avoir &
calculer une intégrale double indigeste, d*autant plus que I'expression du champ électrostatique
créé par un fil a été assez simplement obtenue dans I"application 3 grice au théoréme de Gauau..
Un fil est défini par une épaisseur infinitésimale dy de 9
ruban. Une longueur unité /! = 1 m de ruban porte la
charge dg = adS = ady x ! = ady. On définit pour le fil -
une densité linéique A telle que la charge que posséde
son unité de longueur est A. La densité lindique du fil
défini par une bande d'épaisseur infinitésimale découpé He |
dans le ruban est donc A = ady. ot
Le champ créé par le fil est donc élémentaire, et on en ; ir ESNY
reprend l'expression calculée dans les applications 1
ou 3
E(M) = ?" 2, soitici dEM) = 2 2 avec & =
r 2ne r

r-PM,P:tant le projete urthnwnald-:h'lsurll:lﬁl-

=
o
L

EIEJ,

11 reste & projeter sur 'axe ((Oz) :t mm:rcﬁ:umpmmm-uﬂlﬁ-pnuramirl: champ total E:

_ ody PM-i, _ ody (PO+OM)-&, _ody = _
= 2me, PM? 2ne, PM: 2 Fra » 00 2 est la cote de M (fixée),
oz [* dy mn{l] _c E)
E = jdE 2me, Hfirzi mﬂ ) “n'[z :

Mais remarquons qw:% = tanit, = tan(- @, ). Donc a.rcun{'t = (1, et le champ s"écrit :
E(M) -ummn{a u --f'-‘fi"

ou @, est le demi-angle sous lequel on voit la largeur du ruban depuis M.
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3) Si le ruban s'élargit jusqu’a devenir un plan infini, alors o, grandit jusqu'a atteindre % :

BM) — % x% o % 1, qui est bien le champ créé par un plan infini chargé.

Ce champ a été calculé dans "application n® 1 de la méthode n® 2 de ce chapitre.

Exercice 11

Soit un point M quelcongue de la cavité. Seul le plan contenant M et "axe (Ox) est plan de symé-
trie pour la distribution, et on ne constate qu'une seule invariance par rotation autour de "axe
{Ox) : le théoréme de Gauss ne donnera rien.

Le calcul direct est une intégrale triple et la cavité impose des conditions délirantes sur les bornes
d'intégration... le calcul direct est impossible a faire.

En revanche, on sait calculer facilement le champ li"ctéé par une sphére uniformément chargée en
volume. Cela a été fait dans 'exercice 2. Il faut donc se ramener & une sphére uniformément pleine.
La solution est de remplacer la cavite par la superposition de deux spheres pleines de charges volu-
miques et de densites opposées et égales a +p et -p.

La distribution devient alors la superposition de deux sphéres pleines uniformément chargées en
volume, la premiére de rayon R, de centre O et chargée avec la densite p, la seconde de centre 07,
de l".|13|.'|:1|1E et chargée avec la densité - p.

Le champ créé par cette superposition est la somme des champs électrostatiques créés par chacune
des spheres,

Rappelons les résultats de l'exercice 2, dans lequel le champ créé par une sphére de rayon R et de
centre O pleine avec la densif.é m]m'nique p a éré caleulé :

—Pro. P L LYY
E(r"-‘R} IJI..r— E,E,.UM :‘:‘.ﬂ.rDM—ru E(r}R] 3Er*u kﬂrlﬂM-
On applique maintenant ce résultat & un point M queimnqu: de la cavité. Ce point est intérieur a
chacune des deux sphéres chargées et le champ est la somme des deux expressions correspon-

damntes :

Evy =L om+ =L om=-=L (oM-omM ==L 00
o =2 oK+ 3F 2l Yot

Ce champ est bien uniforme.

Exercice 12

1} Les charges sont volumigues et le champ est défim et continu partout.

2) Le champ est dirigé selon u: dans l'intervalle [% K R], la densité volumigue de charge ne dépend

que de r- tout passant par M et O est plan de symérrie pn-ur la distribution et le champ est dirigé
selon u en tout point M. De plus, on constate deux invariances par rotation autour de O, donc en
r.unrd:lnn::ﬁ sphérigues ; E-I,'M} = E{r]n pour tout point M.

Appliguons donc le théoreme de Gauss en prenant comme surface fermée de Gauss une sphére
centrée sur O et passant par M (donc de rayon r = OM). Cette démarche a déjd éré faire & "iden-

tique dans "exercice 2 et on en reporte le résultat :
& = Ednr.
Lorsque M est tel que r = %, la sphére de Gauss ne contient aucune charge car p[r < %) = 0.
Donc g_, = 0 et le théoréme de Gauss donne :
"

o = Edne® = Im = 0, done ﬁ(r{E]=D.
E, 2
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Le champ est nul dans la cavité¢ 0 < r < %ﬂwutﬁ: k{[ir—R}ii:puur%{ r<0.

Il est continu en r = % car les charges sont volumigues, et les deux champs sont égaux :

o Ry _ B oo
E(r- 2}-&-#{[12 Rlu ,soita =1,

3) Lorsque M est i I'extérieur de la distribution (r > R), appliquons encore le théoréme de Gauss.
La surface reste la méme, donc le flux du champ est inchangé. D'autre part, la charge intérieure
est la charge totale Q et le théoréme de Gauss s"écrit donc simplement :

¢=E¢lnﬂ=£ﬂ=g,mitﬁ(rh R) 2

'S
4 I'LEF'

D plus, on écrit que le champ est continu pour » = R en égalant les deux expressions

E=k{2r—R);pum£€r{R o E?IIF:"R)=—':"—;|GTBQUEF=R:
' 2 dmer* 7

ﬁ[r = R) = 4—{}‘—1 & = k(2R - R)}u = kRu, soit k = EEE;

4) On applique maintenant le théoréme de Gauss pour un point M de la distribution % zr= R
Le flux reste le méme mais la charge intérieure n'est pas évidente 4 exprimer car on ne connait pas

la lod p(r) :
&= BEdnr et
F n =
= _mvp(r’jd‘i.’ - J]Lp.:r']r“dr’mudadu = L_ﬂ plrrdr® x Lﬂm’:‘nﬂdﬂ x Lud.p
- 4n‘[‘-“p-l:r’]r'zdr’, 2 2K

4nr'idrest le volume élémentaire dV intégré sur les angles. Il représente physiquement le volume
de la couronne sphérique comprise entre les deux sphéres de ravons r'et r' + dr’. Dans cette cou-
ronne d'épaisseur infinitésimale, la densité volumique p reste constante.

Le théoréme de Gauss appliqué au point M de la distribution donne :

_ - jﬂ[ - i . . - ] L]
¢ = E4nr = C= . PUrAmedr, soit Edre,r? = MLDP(F’JF dr’,

expression dans laquelle le second membre représente mathématiquement une primitive de la loi
rip(r) exprimée en fonction de E'(% <y R] = k{or - R)u, = ﬁlﬁ (2r - R)u :

Eaur*=_[wp{r‘}r’*dr’ devient f“ﬁ{lr R) = J: plrir=dr’.

5) On souhaire I"expression de la lod p{r) dont on ne connait gu'une primitive. Dérivons donc cette
EXPression |

;'r[ p{r’}r”dr } ripir] = (E'—an} (2r - R:I] _q_dnﬂl iI:Er" Br?) = —q— (Gr? = 2Rr),

o= -2 (3 B).

2nR’

La parenthése étant sans dimension, le rapport % est bien une charge électrique divisée par un
volume, soit des coulombs par métre cube, c'est-d-dire une densité volumigue de charges.
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Exercice 13

1} Un calcul » direct + par intégration et assez facile a réaliser abourit au résultat (voir exercice 3) :

- AR [ r
E = 7 .
= 2e, (VR + 227 ",

2} a) Au vu de Pinvariance par rotation autour de axe (O:2) et de la forme de la distribution, on
choisit les crmrdnnn:l:s cylindriques d'axe (Oz). Le plan contenant M" et 'axe (Oz), Cest-a-dire

le plan (A" ; nr, H }, est plan de 53.|'mrtn|: ]::nu.r la distnibution ; E.('H'} est done inclus dans ce plan
el n'a pas de composante selon :-r E{M y=Eu S+ E u

b) Appliquons le théoréme de Gauss pour le cylindre proposé, compre tenu des hypothéses,

Le cylindre est représenté sur la figure r

ci-contre et posséde des dimensions M 5
agrandies par rapport 4 la réalité afin oy /
de rendre le schéma plus lisible, % M 1

Le cylindre est une surface fermee. Il

est constitué des bases I 4 la cote z et Er" ¥ _
I ilacotesz+dset snn enveloppe I, 0 o |, M _ \ 2
I est vide de charges et le flux du Ef o
champ électrostatique est donc nul, par A : : i
application du théoréeme de Gauss, ' '

p=0=¢, +o, +0,. : iz 'z

& £

Pour calculer chaque flux, on tient r:nrnpt: de la composante du champ qui est colinéaire a la nor-
male n 4 la surface considérée. Il s’agit de la composante axiale E pour les bases £ et I, et de la
composante radiale E pour 'enveloppe I,.

0, = E,-uwdS = - mriE (), 0, = E, w'dS = arE (= + d2), 0, = E, -n'dS = 2neE,ds -
h=0= ltl,._l + i, + 1},_] = nri[E (z + dz) - E_(z)] + 2#rE dz, donc :

g =_F Efz+ds)-Efz) _ r dE,
’ 2 ds 2 dzx’

On a en effer reconnu la définiton de la dérivée car dz peut étre aussi petit que 'on veuat.

AR z vienr | = MR _RE- 22
2, [WRT+ 2P T 2, (WVRE4 P

c) Avec E (z) =

E =0lorsque R* -2 =0, s0it R = | 2| w2, ¢est-i-dire pour deux positions sur axe
Autour de ces positions, le champ reste uniforme er colingaire a ['axe (0z).

——— e ]

I
|
=]
b
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CHAPITRE

Potentiel
et énergie potentielle
électrostatiques

Introduction

A partir de la circulation du champ, on élabore une formule permettant de calculer
directement le potentel électrostatique. Le calcul du travail de la force de Coulomb
laisse apparaitre la difference de potenuel et montre sa sigmficanon physique. On definit
alors I"énergie potenticllie ¢lectrostatigue d'un ensemble de charges a partir de la fonction
potentiel électrostatique.
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Fig. 1 - Coordonnées polaires.

1. Las trois poants O, N et M
disfinizzant le plan |0xy des
coardannies cartibsennes, el on
sa place en coordonnées

cylindrigues dans ce plan, ¢'esl-4-

dire an coordonmées palainas,
2 La distance MM est en effet
infinitésimale, de sortes que la
:Ilruc_liun du vECTEWr URitaire
W o reste inchangie,

3 En mécanigua, la travail d'una
force conservative F est la
circulation de cette force, il ne
dépend pas du chamin suivi.
L'expression de |'énergie
potentielle E, associée

& la force F et définie par la
relation F = - ur;dE,. st
analogue & celle du potentel
électrostatique.

A. Circulation du champ

A.l. Circulation élémentaire du champ créé
par une charge ponctuelle

Soit deux points trés voisins W et M. On adopte les coordonnées polaires
d'origine O (Ag. 1) et le vecteur déplacement élémentaire de N vers M
s"écrit :
B = - . _F

NM=NP +PM=dru + rdbu,
Le champ E en N ou M est créé par une charge ponctuelle g placée en O.
Entre M et M, on considére le champ comme uniforme” :
— -
E=4'i' qq,u_,m*tfﬂNnDer.
La circulation élémentaire dC du champ E est calculée 4 partir du déplace-
ment infinitésimal depuais N vers M

dC=E-NM=E-(NP+PM) = —L & -(drid + rdo ),

+-
N =

e,
dC = ﬁm‘?dr =_ d{;’;].

A.2. Circulation du champ créeé

par une charge ponctuelle
Sont deux points M, et M, <¢loignés. On note r, = OM, et r, = OM,. Pour
exprimer la circulation C du champ E entre M, et M., on ajoute toutes les
circulations élémentaires dC du champ E :

M fz
e Ljdc - J‘,, - d[ui.,r} ) 41';&'. . ‘"in"z 1

A3, Circulation d’un champ quelconque

Toute distribution de charges, continue ou non, peut étre modélisée comme
une somme de charges poncruelles g..

En appliguant le principe de superposition, on voit que la circulation C du
champ créé par une distribution de charges est la somme des circulations C
du champ crée par chacune des charges ponctuelles g..

Comme chacune de ces circulations C, dun point M, vers un autre point M,
ne dépend pas du chemin suivi, on en déduit que la circulation totale n'en
dépend pas non plus,

Drafimition 1
La circulation du champ ne dépend que des positions des points de départ

et d’arriveée, et non du chemin suivi. On dit que le champ est 4 circulation
Cconservatme

B. Potentiel electrostatique
Définition 2

Le champ est a circulation conservative et la fonction potentiel electrosta-
tique ¥V est définie par” : .
- = E champ en'V-m™?

B ~ gradV V potentiel en V

H I::|'||5|:||I:||JI 3 Potential g1 anerge potentialla alectrosiatiquas



4. Le potenigl V n'&ant délni qu'a
partir de 5a darivés, il 58 trouve
donc défimi & une constante
additres pris.

v
M

i ™ .
dg=ad!

Fig. 2 - Cas d'une distribution
lindtigque de charges.

Le signe — devant le gradient est purement conventionnel.
J Définiton 3 |
La circulation C du champ E entre deux points A et B s"écrir :
I | . B
c=[ E-di= j - gradv-di = f - dV =V{A) -V(B).
A A A

B.1. Potentiel créé par une charge ponctuelle

La circulation C du champ créé par une charge penctuelle placée en O entre
deux points M, et M, tels que r, = OM, et r, = OM,, vaut :

C=—d—_A_,
dme r,  dmEr,
Mz " Mz
OrC=| - gradV-di= -dV = V(M) -V(M,).
My My

Le potentiel électrostatique V en un point M créé par une charge g placée

en O vaur :
V potentiel en'V

- q K=ce‘enV
'1"-4“.'_1']{ r= M distance en m
¢ charge en C

L'umité SI du potentiel électrostatique est le volt. En effet, 1l est homogeéne a
une champ multplié par une longueur, soit dezsV-m' = m =V,

I3.2. Potentiel créé par plusieurs charges
ponctuelles

En appliquant le principe de superposition, il vient que le potentiel créé par

plusieurs charges ponctuelles vaur la somme des potentiels créés par chacune

des charges ponctuelles ;

Le potentiel électrostatique V créé en un point M par un ensemble de n
charges poncruelles g, placées en O (avec r. = O M) vaur :

VM) =5 —
bl = AmELr;

+ K.

H.3. Potentiel créé par une distribution linéique
de charges

Lies charges sont disposées sur une ligne I avec la densité lindique & (fig. 2.

Chague élément df de la ligne de centre P est quasi poncruel er crée un

potentiel éémentaire dV en un point M. Le potentiel total en M est la

somme (integrale pour une sommation qud, ici, st continue) de tous les

potenticls élémentaires dV créés par les points PP de la ligne T

Dans le cas d"une distibution linéique, le potentiel VM) du champ ﬁn&

en un point M s'écrit :

= = Y7 ,g- L
1:ﬂ'.|r=FM.wM} Lﬂ EI‘4IE.‘I"+K J;‘Erdnr.nr.l.ﬁ




v
/ o f d
|5 - >
dy=edls”
o

Fig. 3 - Cas d'une disiribution sus-
facique de charges

Fig. 4 - Cas d'une distibution
wolumigue de charges.

5 Le potentiel n'étant défal gue
par 5o dérmvie, on a le chaix de ln
constanie adddive. On &'arrange
généralement powr annuler ba
podentiel Ia o e champ s'annule.
Loarsgue la distribution de chargas
n'est pas 0 extension indinsg, |e
champ 5" annule & l'infimi gt il a5t
cohérent de chaisir ke potentiel nul
& Fnffini &usse

“ Chapitrs 2 ; Potantiel 8t energia potentiells alactinstatiguas

I5.4. Potentiel créé par une distribution
surfacique de charges

Les charges sont disposées sur une surface 5 avec la densité surfacigue o
(fig. 3). Chaque élément quasi ponctuel dS de la surface S de centre P, pos-
séde une charge dg = odS qui crée un potentiel &lémentaire dV en M. Le
potentiel total en M est la somme {intégrale pour une sommation continue)
de tous ces potentiels élémentaires.

___I

Dam le cas d'une distbution surfacique, le potentiel V(M) du champ E |

crée en un point M £"écrit ;
ad/
v{M]ridv ﬂ‘ =H — + K
& -!Imnr s 4mer
ou r= PM, =

B.5. Potentiel créé par une distribution
volumique de charges

Les charges sont disposées dans un volume 1 avec la densité volumigue p
(fig. 4). Chague élément guasi ponctuel dt du volume de centre P, porte la
charge dg = pdrt qui crée un potentiel élémentaire dV en M. Le potentiel total
en M est la somme (intégrale pour une sommation continue) de tous ces
potentiels élémentaires.

Dans le cas d'une distibution volumique, le potentiel V(M) du champ E
créé en un point M s'écrit’

V(M) = ﬂlav =
| oa r=PM.

I _d‘]_+ﬁ=

v 4mEr

i, -
v dmE_r

C. Existence et continuité
du potentiel

On s'intéresse au domaine de définition et de continuité du potentiel élec-
trostatique selon la nature de la distribution des charges qui le crée : le poten-
tiel existe-t-1l en tout point M de 'espace et lorsqu’il existe, est-il continu en
CE paoint P

Lorsgqu’il n'y a aucune charge en M, le potentiel est une fonction des coor-
données de M définie et continue partout. En revanche, lorsqu'il ¥ a une
charge en M, il existe un point P de la distribution pour lequel la distance
PM est nulle et ce cas delicat est a etudier.

(.1, Cas des charges ponctuelles

Le potentiel électrostatique V ¢réé en un point M par un ensemble de n
charges ponctuclles ¢, placees en O, (avec r, = O M) s"écrit :

A 'Ii',
V{M}-EI ey

Lorsque les points M et O, sont confondus, r, — 0 et le potentiel diverge ; le
potentie] n'est donc pas défing.




Fig. 5 - Cas d'une distribution
linfigue da charges.

Fig. 6 - Cas d'une distribution sur-
facique de charges.

6. On woit apparaitre ici
l'insuffizance du madéle. En effet,
camment le potentiel pourra-il
étre défini et contnu alors gue la
champ ne |'est pas ! En réalité, les
charges sont volumiquas &t donc
le ehamp reste défind, méma ai, &
I'échelle macrogcopique, il sembla
suhir une discontinuibté. Swr une
distribution surfacigue, e champ
ne dawiant pas mfni, en fa, car sa
valeur raprisans mathématiquemant
la penie de |a courbe du potentiel.
Mg whriferons cels dang le
cadre des exarcices ou les
considérations de symétrie
permaktrant de daterminer la
valeur du champ « &u milieu = des
charges volumiques de la
distribution surfacique , bien
gu'étant d'épaissaur nulle.

Le potentiel électrostatique est défini et continu en tout point sauf aux |
points ol se trouvent les charges ponctuelles. |

La notion de charges ponctuelles n'a de sens que si I'observateur se place a
une &chelle de grandeur wés supérieure 4 la dimension de la charge : celle-ci
apparait alors comme ponctuelle.

(C.2. Cas d’une distribution linéique de charges

Considérons un point M d'une distribution linéigue (fig. 5). Le point M se
trouve 4 la distance r de I"eléement df centre sur le point P ou se trouvent les
charges : PM = r. La distance df varie comme la distance dr ; le potentiel élé-

mentaite dV créé en M par les charges se rouvant en P varie comme ;

di_dr _ d(lnr).

F r

Le potentiel créé en M par les charges se trouvant en P est obtenu en inté-
grant entre O et r, puis en faisant tendre rvers zéro, ce qui revient physique-
ment & amener M en P On voit alors que le potentiel devient infini lorsque
r &’ annule.

_
Dans le cas d'une distribution linéique de charges, le potentiel n'est pas
défini sur les points o se rouvent les charges.

La notion de charges linéiques n'a de sens que si « I'épaisseur » de la distri-
bution est trés petite devant 'échelle de grandeur de 'observateur.

(.3, Cas d’une distribution surfacique

de charges

Soit un point M d’une distribution surfacique (fig. &), Le point M se trouve
a la distance r de I"élément de surface dS centré sur un point P. En utilisant
les coordonnées polaires et en prenant pour origine le point M, la surface d5
est une partie de couronne circulaire d'épaisseur dr et de rayon r;

d5 = rdrd®,

Le potenticl élémentaire dV créé en M par les charges se trouvant en P varie
COITITE
ds _ 2nrdr
F r ’

Comme précédemment; on améne P en M, 11 faut alors intégrer entre O et r
et faire tendre r vers zéro. Le potentiel devient nul lorsque r 5'annule : tout
s¢ passe comme si aucune charge n'érait alors présente en M.,

Propriaté 3

Drans le cas d'une distribution surfacique de charges, le potentiel est défini
sur la surface chargée et il est contnu 4 la traversée de la surface”.

Ici awssi, la notion de densité surfacique n'a de sens que =i I"épaisseur de la
densité est infime devant 1"échelle d"observation. Dans ce cas, on rappelle que
I'on ne cherche pas & calculer le champ li on il ¥ a des charges superficielles.

o n
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Fig. 7 - Cas d'une distribution
volumigue de charges.

7. Les lignes da champ pawvant
&ire définies par |'expression
anakytigue de cefte praprdod,
mipis wng telle dtude est hars

programme.

C.4. Cas d’une distribution volumique
de charges

| Soit un point M d’une distribution surfacique (fig. 7). Le point M se trouve

a la distance r d"un élément de volume dt centré sur un point P, L'élément
de volume dt est une partie de couronne sphérique d'épaisseur dr et de rayon

| rcentrée sur M (avec PM = r), qui s'exprime en coordonnées sphériques

d*origine M par :
dt = r*drsinBdfdé.
Le potentiel élémentaire dV créé en M par cette couronne varie comme ;
dr  dmridr _ _ d{r‘ )
— = srdr=d|l—|.
¥ 2

F

Comme précédemment, on améne P en M. On intégre entre 0 et r et on fait
tendre r vers zéro. Le potentiel devient nul lorsque r s’annule : tout se passe
comme si aucune charge n'était alors présente en M.

Lorsque les charges sont volumiques, le potentiel électrostatique est défini
et continu en tout point de 1"espace.

D. Lignes de champ et surfaces
equipotentielles

On peur tracer les lignes de champ et les surfaces équipotentielles dans tout
I'espace o ces deux grandeurs restent définies er continues.

Les lignes de champ sont telles qu'en chacun de leurs points M, le vecteur
champ E leur est tangent'.

Le long d’une ligne de champ, la valeur du champ E peut varer. Le tracé
d'une carte de lignes de champ ne permet donc d'en connairre que la direc-
ton en tout pomnt. On oriente chague ligne de champ par une fléche donnant
le sens du champ sur la ligne.

Une surface équipotentielle est définie par 'ensemble des points o la
valeur du potentiel élecrrostatique reste invariante,

Le potentiel étant continu aux points ol il est définid, les surfaces équipoten-
tielles sont continues. Comme le potentiel électrostatique en un point
dépend des trois coordonnées du point, I'equationV =V de I'équipotentielle
V., impose une condition sur les trois coordonnées, et deux coordonnées pou-
vant librement varier et imposer la valeur de la troisieme, I'équipotentielle est
bien une surface.

D.1. Lignes de champ et équipotentielles
Soit un déplacement élémentaire di sur une équipotentielle. Calculons le
produit scalaire E:-df et, pour cela, revenons a la relation mathématique qui
existe entre le champ et le potentiel ;

E = - gradV.

H Ch.‘:pl:f.‘: 3 Podential et energie potentislle electrosiatiqueas



& On reconnait en effet
l'aaprassion de la différantiella
d‘une foncmon scalaire de trois

wariahles [ici &, et 2.

En coordonnées cartésiennes, un déplacement élémentaire 8 écrit
:ﬂé dei, + dyi + dz i,
[¥Yautre part, le champ E s'écrit, en fonction du potentiel V :
B=-gav = (- i) + (-5 2) + (-5, %)
Le produit scalaire devient alors” :
f av '
dx

Eai'= |-V | |ay
dy dz

dV
| 3= |
Si le déplacement df a lieu le long d'une surface équipotentielle, alors :
E-di'=-dV=0,
puisque le potentiel reste constant sur une équipotentelle.
Proprigta 5

Les lignes de champ sont en tous points orthogonales aux équipotentielles. |

La connaissance de I'ensemble des lignes de champ permet donc de tracer
les surfaces équipotenticlles, de méme que la connaissance de 'ensemble des
éequipotentielles permet de trouver la direction du champ en tout point.

Si le déplacement a lieu le long d'une ligne de champ et dans le sens du
champ depuis un point M, vers un point M, alors :

ME * *
[ E-dl = 0.
M,

Ma _, * M2
Or [ “E-di’= [ "~ dV =V(M,) -V(M,), donc V(M,) -V(M,) > 0,
I 1
Propriété &
| Le long d'une ligne de champ, le champ ﬁ est dirigé vers les potentiels |
| décroissants. '

2.2, Exemple de tracé, topographie

On trace les surfaces équipotentielles et les lignes de champ créées par une
distribution linfique de charges de densité A constante (prise positive) et
répartie le long d"un fil reculigne de longueur infinie (se reporter aux appli-
cations 1, 2 et 3 du chapitre 2 ) (fig. 8 o1 9,

Fig. 8 - Vue de face. Fig. 9 - Yuse de dessus.

s
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Fig. 10 - Le champ E est uniforme

sur un déplacemeant infimiésimal.

9. Un déplacement spontand de |

change g est el que be travail st

positif (alors mateur], En

suppasant =0, Fale mEéme sans

que £ et e diplacement a lieu s

¥, = Vg ; on retrouve le Tait que le

champ est dingé vers bes
patentiels décrolgsants.

10. U'analegie awac la mécaniqgua

et flagrambe et cetie énergia

potentiglle électrostabges est
ohtenu de la méme fagon qua

I'énarghe potentelle en mécanigue.

Cette @nergee n'itant définie qu'a

partir de 58 dérivie, elle n'est

dafinie gu'd une constonte additive

prés.

i Chapitre 3 : Potenlid et énergie potentielle électrostatiques

Le champ E gderit: = —*— &

ZﬂEﬂr"’-
Enmnrdunnées.q.r]indﬂqu:s,ﬁ:—grﬁdvdwiem:
——l-——ﬂ?- = =—l£ - =—£
E = Elr’E"' 0 raﬂ’E' 0 F

Le potentiel ne dépend ni de 8, mi de z (comme le champ) et I'intégration de
la premiére équation donmne :

Ve-—t e K
2re,

Les lignes de champ sont done des droites radiales et les équipotentielles sont
des cvlindres, car'V constant impose r constant, qui définit un cvlindre dans
le systéme de coordonnées cylindrigues.

On remarque que les lignes de champ et les équipotentielles vérifient les
considérations de symétrie développées dans 'application 2 du chapitre 2,
puisqu’elles restent invariantes par les symeétries planes.

E. Energie potentielle
electrostatique

Afin de mettre en évidence la notion d'énergic potentielle électrostatique, on
etudie le rravail de la force élecrrostatique qui s"exerce sur une charge ponc-
tuelle lors de son déplacement dans un champ extérieur, c’est-a-dire créé par
d'autres charges que celle dont on étudie le déplacement.

E.1. Travail de la force de Coulomb

On suppose quune charge ponctuelle g effectue un déplacement d'un point
A i un point B en étant plongée dans un champ E non nécessairement uni-
forme.
Dans un déplacement Al infinitésimal (fig. 10), le champ exténieur E reste
uniforme et le travail élémentaire dW de la force de Coulomb  subie par la
charge g vaur :

dW = F-di'’= gE-dl.
Or E = — gradV, donc dW = — g gradV-d/ = — grad(gV) -dl.
Le travail de la force de Coulomb dans le déplacement de la charge g de A 4

B est la somme des travaux élémentaires lors des trajets df constituant le par-
court de A vers B ;

B o —— e F
Wy = [ aw = | - gridigV)-di’= |- oVl = gV, -V
| Loi 1

La force de Coulomb Fl"a.:st donc conservative et son travail entre deux
points A et B ne dépend pas du chemin suivi. Elle dérive d’une énergie |
potentielle E, = gV + K, o K est une constante et I'on écrit '

ﬁfnrccmﬂ

ﬁ:_gf;dﬂgp] =—-grad(gV + Ky  E, énergie potentielle en J
g charge en C

YV potentiel en'V




11, On annule ks constantes
additives de 'énergie potentalle
&l du potentiel. La traductan
physique est qua lorsque las deux
charges sont infiniment éloignées,
Ie potentiad et I'énergie potentielio
s’ annulent. Cala est cohérent avec
I'snnidation de la force gu'exerce
g, sur g, donc avec la disparition
de Finteraction,

12, Lorsgue la constante additive K
est nulle, |'émergie potentbelle de
chacune des charges devient nulle
lorsque ces charges sont
inlimimeant &loignées. La force
exarcaa par una charge sur I'autra
&'annude alors, ¢e qui est
physiquement cohirent avec une
énergie potentiella nule,

13, Catle énergle peut auss| &re
calculée & panir du champ gu'elie

crive, mais cela fait parise du cours
de seconde année.

E.2. Energie potentielle d’interaction de deux
charges ponctuelles

Lorsque des charges ponctuelles ¢, se trouvent 4 proximité les unes des autres
dans le cas d™une distribution, chacune d’elles est plongeée dans le champ des
autres, Les forces de Coulomb exercées réciprogquement par ces charges ont
travaillé lors du rapprochement de ces charges. On introduit donc le concept
d'énergie potentielle d'interaction a partir du travail de la force de Coulomb.

E.2.1 — Expression de I'énergie potentielle de chague
charge ponctuelle

On suppose que deux charges ¢, et g, se rouvent en deux points M, et M,

distants de MM, = r..

La charge ¢, est alors soumise au champ Ei créé par I'autre charge g,. Elle

posséde donc I'énergie potenticlle E | = ¢,V,, ou'V, désigne le potentiel du

champ E}. ]

V=2

4“'EIIFI:1
Lénergie potentielle de la charge g, $°écrit alors EPI = %
ol 43

La symétrie de la formule par rapport aux indices 1 et 2 montre que ['éner-
gie potentielle de la charge ¢, soumise au champ E, créé par la charge g, a la
MEme eXpression.

L'énergie potentielle de chacune des deux charges soumise au champ de
I"autre est la méme

E‘p energie potentielle en J
g, charges en C
r,, diSTANCE en m

oy

B =B = e, T K

E.2.2 = Travail et én e potentielle d’interaction
T Ay

Les deux charges g, et ., placées respectivement aux points voising M, et M,

distants de M,M, = r,, possédent chacune une ¢énergie potenticlle definie

dans le paragraphe précédent. La définition suivante donne @ cette énergic la

signification d'une énergie potentielle d'interaction.

L'énergie potentielle électrostatique Ep d'une distribution de charges est
égale au travail fourni par "'opérateur pour amener ces charges depuis des
positions infiniment éloignées les unes des autres jusqu'a des positions
proches',

En effet, dans leur position initiale, les charges n'exercent aucune force les
unes sur les aurres car elles sont trop eloignées.

Considérons les deux charges g, et g,. On applique le théoréme de ’énergie
cinétique entre I'état ininial (les deux charges sont au repos, sans vitesse, et
infiniment éloignées) et 1"état final (les deux charges sont placées en M, et
M, et sont au repos, sans vitesse).

On suppose que la charge g, placée en M| est fixe et que la charge g, se rap-
proche jusqu’a M, depuis une positon infiniment éloignée.

Cours




14. Lorsgue I'cn élosgne infinimant
bas charges, il faut done fourmir un
travail opposé a I'énergie
potentielle de |a distribution.
Chacune des charges perd son
anergie potentelle dlectrostatigue,
mais cetie perte n'est pas
cumulatve - ls travall de
I'opératewr dans col &loignemant
n'est pas lié 4 la somme des deux
émergies. || 5'agd done bien d'wne
anergia muteelle dinteraction
anmire les deux charges.

Les énergies cinétiques initiale et finale sont nulles. Les forces qui agissent
sont la force exercée par I'opérateur et la force de Coulomb. La charge g, res-

rant fixe, aucun rravail n'est effectué pour cerre charge.
Le théoréme de I'énergie cinétique s"écrit dong ;
AE =E,-E,=0=W_+W.
B e
On dedut :

£
W-:lp=_wr= J[

» » = " ¥
9, B rdl= fﬁ; gradV, -dl’ = gV, = ¢,(V,, - V),
0
— qlq—‘ —_— —
W= =E,=E_,

12

|
L'émrgi: p::luteq:iellerd‘i:l[erailzr.iuanp entre c’rleun: charges poncruelles g, et |
g, est égale a I'énergie potentielle électrostatique que chacune d'elles pos- .
side lorsqu'elle est soumise au champ créé par 'autre charge' :

_ a9, _ _ :
E--mnru_Eﬂ-E"I I

Chapitre 3 - Polantiel & énergee potentilbe #lscirostatigues




L'essentiel

¢ Champ, potentiel et circulation électrostatiques
Le champ E est i circulation conservative, ¢’est-a-dire que sa circulation entre
deux points ne dépend pas du chemin suivi pour aller d'un point a 1"autre.
Le champ E dérive donc d'un potentiel V tel que :

E = - gradV.

Sa circulation C vaut alors :
R _
C=[ Edi=[- grhav-di=[ -av=v) -v).
¢ Expression et définition du potentiel

* Cas d'une charge ponctuelle

Le potentiel en un point M du champ E cri par une charge ponctuelle g pla-
cée en O g"écrit

Y= J_r + K. onu K est une constante et r = OM.

Le potentiel n'est pas défini sur des charges ponctuelles.
* Cas d'une distribution linéigque de charges

Le potentiel en un point M du champ ﬁn:ré&pn: une disrribution linédigue de
charges de densité A se rouvant sur une ligne [™ :
- = ﬁ_ - ﬂ N =
VM) Ld\" J;Er‘u.r+ﬂ LH + K, oir=PM.
Le potentiel n'est pas défini sur les charges linéiques.

* Cas d"une distribution surfacique de charges

Le potentiel en un point M du champ lf créd par une distnbution surfacique
de charges de densité o se trouvant une surface 5 :
Eq 2 adS i
VA -[Lﬂ ﬂ;-e i ﬂ;'cudﬂ.ur+gimr“PM'
Le potentiel est défini et continu en tout point de 'espace pour des charges
surfaciques.
* Cas d'une distribution volumigque de charges

Le potentiel en un point M du champ E créé par une distribution volumigue
de charges de densite p se trouvant dans un volume V :

vma:j]Lav: +£ j]L ﬁ-ru.uur-m

Le potentiel est defini et mnunu en tout point d: I"espace pour des charges
volumigques.

o Lignes de champ et équipotentielles

* Les l:iﬂ-m de champ sont telles qu'en chacun de leurs points M,_lu: vecteur
champ E leur est tangent. Le long d'une ligne de champ, le champ E est dirigé

vers les potentiels décroissants.
* Les équipotentielles sont les surfaces données parV = constante .
Les égquipotentielles sont perpendiculaires en tout point aux lignes de champ.




v Energic potentielle
= Energit potentielle d’'une charge poncruelle g plongée dans un champ ET :
E =qV+K
ou'V est le potentiel électrostangque du champ EE et K une constante.
L Energ-ie potentielle d'interaction entre deux charges poncruelles g, et g, placées en M, et M,
distants de MM, =r ,:

= .—iiﬂi— + H...
E' dne,r,,
* L'énergie potentielle d'interaction est le travail fourni par un opérateur pour amener les
charges depuis des positions ol elles sont infiniment éloignées et n'interagissent pas (pas de
force de Coulomb entre les charges), jusqua des positions de voisinage o0 chaque charge est
soumise aux champs créés par les autres charges (ici, une seule autre charge).

Mise en ceuvre

Methode n® 1

Comment déterminer un potentiel électrostatique ?

Soit un disque, de centre O et de rayon R, ayant une distribu- P

tion surfacique uniforme de charges de densité o constante et £y

positive. [ 0| M X
On veut déterminer le potentiel électrostatique en tout point l, [ 1
M de son axe de révolution. o /j

-+ Savoir faire

I © Sil'expression du champ E est connue, utiliser la relaton E= ~ gradV pour obtenir le poten-
tiel. Il faut alors calculer une ou plusicurs primitives (si Ea plusicurs expressions), puis
appliquer les conditions de continuité du porentiel pour ne garder gqu'une seule constante.

@ Si I'expression du champ E n'est pas connue, alors effectuer les considérations de symétrie
et d'invariances. Le champ étant la dérivée du potentiel, ces deux grandeurs sont indepen-
dantes des mémes variables,

& Voir si le champ peut étre calculé en utilisant le théoréme de Gauss. Si cela est possible, alors
calculer le champ et en déduire le potentiel (étape 1), sinon passer a I’étape 4.

@ Utiliser I"intégrale permettant de calculer directement le potentiel V a partir des charges et
faire le calcul.

o

I;l- La méthode directe ast plus rapsie que los deux-étapes du calcul du champ, puis de son intdgration. Mais
cela reste une canfiguration rare,

=+ Application 1
Dééterminer le potentiel électrostatique V en tout point M d'un axe de révolution d’un disque, de

centre O et de ravon R, ayant une distribution surfacigue de charges de densité @ constante et posi-
Hve,

Chapitre 3 ; Potantial at enormi potentialls slectrostatiquas Opyrignied m



Solution
@ Supposons que le champ Eldé]‘:ﬁétém]mﬂéselnnlamémndcn"ﬂduchapicrelﬂnwnit:

E e - : ety (e - 1
E(z>0) = % [I m [T - é{s-ﬁﬂj 2 [ 1 m u_
Cechampn’nqu’un::nmpmmt:{su:{ﬂ:}l}:E=Eid:=—é—;: u:=—% il-:*

car 2 est la seule variable dent dépend le champ ﬁ. donc aussi le potentiel V.
11 reste donc & calculer V(z) = - JE{szz en distinguant les deux cas s <D etz > 0,

Hs}" zan( . ?W]

z
2 dRR:t-it]=¥ - RHH}*K'

On trouve de méme, pour I"autre domaine (z < 0) :

Viz=0)=-

Viz>0) =-2—;[~z+
n

?{zﬂﬂ}mi{z+vﬂz+ﬁ}+K’,uﬁK'enun:autremmtantc.
Le potentiel étant continu pour £ = 0, on écrit Viz = 0%) =V(z = 0'), ce qui donne iaa K = K".

@ Si I'expression du champ E n'est pas connue, on opére les considératons de symérrie et d'inva-
riances comme dans I"applicaton 2 de la méthode n® 2 du chapitre 2 :
EtM) = E(z)i, et par suite il vient : V = V().

@ On a vu que le théoréme de Gauss ne donne rien pour cette distribution.

@ Le potentiel est créé par une distribution surfacique de charges :

= odS = ordrdd
v{MJFLs-IIEBPM +K'Lsm?ﬁ+ar B

v{myuif 4. Ldﬁﬂi.

Vitw o
i ] dirs +
V(M 2, 2r4+a~1+g"

VM) = - [VEFEL+ K= (VA2 - 2] )+ K.
i

Cette fonction est bien continue lorsgue z = 0 et la constante K dépend du choix de "opérateur.
La voici tracée ici avec K. = 0 : le potentiel devient nul a I'infini, la o le disque crée un champ nul.
-0

o tangante da perte Bz=0) e,

0 :
On retrouve la discontinuité du champ Eenzs= ), car sa valeur est I'opposée de la pente de la
courbe du potentiel. Le point anguleux de la fonction Vi(z) én z = 0 montre que la fonction E(z)
est discontinue en 2z = 0,




On remarque que dans ce cas, le calcul direct du potentiel a été plus rapide que le calcul de 1a pri-
mitive du champ électrique. Cela est trés rare et ici causé par la présence d'une valeur absolue dans
I'expression du champ.

-+ Application 2

Soit un cyhindre de rayon R et de hauteur infinic.

Determiner le potentiel cree par une distribution volumigue de charges de
densité p uniforme répartie dans le cylindre,

Solution

i, 8 et & Le champ a épé déterminé dans 1"exercice | du chapitre 2 en urtilisant le théoréme de
Gauss, Dans un systéme de coordonnées cylindriques, on a trouvé :

E(M) = E(ar, E{raenpﬂli i, Beemy =Pl

2, 2,
: _ o= ) . v dv
Lz potentiel est déterminé par la relation -—;ﬂdﬂ-’qwdunnem:ﬁrz—ﬁm—-?,

car r est la seule variable (trouvé grice aux invariances). On a donc :

v&anpj-%drﬂc et Vir=R)= f-—%dr-l- K,

Les constantes K et K sont a priors  différentes, car sur chacun des domaines, le champ a une
expression mathématique différente, I vient :

\F(r?Rj=:-$1::r+K et v{rﬁm=§ér=+1{=.

La relation entre les constantes est trouvée en écrivant que le potentiel doit étre continuen r= R :
Vir=R") = - ] L0 R* =—P p: 8
r=R* =V(r= R, soit 2, ]DR+K-4E|“R + K.
i 2
Sil'mga:dtK’,almK=I}R‘+K"+%hﬁﬂ,:tdﬂﬂt:

n
Ve=sRI=—Er+K,

aE,

B o g v PR pRECR P ;
Yir=R) %, h1r+43nR5+I{+ EEIJ:I.1.1R. Ezulnr %R‘+K

® Le calcul direct du potentiel s’obtient en écrivant :

V(M) = J:[{m ?m;%— + K

P est un point gquelconque du volume. En prenant "origine O du repére cylindrique sur le projeté
orthogonal de M et 'axe (Ox) confondu avec la droite (OM), on simplifie au maximum le caleul.

Le point P est repéré par sa distance r’ @ 1'axe, I'angle 8 ¢t sa cote 2.

Ona PM= PO+ OM = r'cosd i, - r'sind i - zu, + rii,, d'oit :
PM = V(r— r'cos8)? + (r'sin@)? + 2* = V' + r'? - 2rr'cosf + 2° .
Le potentiel est donné par le calcul de I'intégrale triple :

pridr'ddds
pev 4mer? + V'l - 2rr'cosd + 2

ViM) = + K.

!.--.:_ R FTeT T e : - ;.. ':'-'r:’
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Certe intégrale érant absolument incalculable 4 la main, on confirme sur cet exemple gque pour des
problémes a « haute » symeétrie, il est plus intéressant de calculer d'abord le champ électrostatique
en utilisant le théeoreme de Gauss, puis le potentiel en cherchant la primitive du champ.

Lorsque la distribution est surfacique ou volumigque, 'intégrale du calcul direct est le plus souvent
impossible ou extrémement difficile a calculer. La distribution surfacique de 'application 1 consti-
e I"'un des rares contre-exemples,

Comment déterminer I’énergie potentielle électrostatique d’un
ensemble de charges ?

On cherche 4 déterminer 'énergie potentielle électrostatique d'un ensemble de trods charges pone-
tuelles identigues ¢ formant un rriangle équilatéral.

-4 Savoir faire

I— —————————————————————————————— i — —
| @ Chercher la meilleure fagon de construire la distribution, c'est-i-dire fixer une charge g, en
un point choisi puis amener successivement les autres charges g, depuis U'infini vers les posi- |
| tons finales et voisines de celle de 1a charge g,, ot il sera possible de calculer les potentiels. |
| & Calculer le travail gV effecrué par I'opérateur pour amener chaque charge de V'infini jusqu’a I
sa position finale, on V désigne le potentiel 4 la position finale de la charge. -:
=» Application 2 4
Déterminer I'énergie potentielle élecrrostarique d'un ensemble de trois k‘“-.-:';
charges identiques ¢ présentes aux sommets A, B et C d'un triangle équila- .k

Firal de pobk 34 '5'/ "
4

Solution

E

@ lci, le choix est particuliérement simple. On fixe la charge en A. On approche la charge suivante
pour la placer en B. Enfin, on améne la derniére charge pour la placer en C.
& La seconde charge subit I'action du champ crée par la premiére. Le potentiel créé au point B
par la charge g placée en A vaur :
V,(B) = 3—?—_

L'opérateur doit fournir un travail : :

W=¢V,(B)= —t.

aVa\B) Bne,a

Approchons la troisiéme charge jusqu’en C. Celle-ci est plongée dans le potentiel électrostatique
des deux autres charges placées en A et B, Le porentiel créé en C par les deux charges présentes
en A et B est la somme des potentiels crées par chacune d'elles :

VC) =V(C) +V (0= —T—+ A =1
(€) SVLC) +V,(C) Brnea  Bmea  dmeg
Le rravail que "'opérateur doit accomplir pour rapprocher cette derniére charge jusqu'en C vaut :

Vo= = —L
W' = gV(C) S

L'énergie potentielle électrostatique d'interaction Ep de ce systéme de trois charges est égale a la
somme des rravaux effectués par I"'opérateur :
1
Ep et W +W‘l = 'E: = qJ = 39 .
Brea dmeEa Brea

Le cas de I'énergie d'une distribution contnue de charges est hors programme. Le cas échéant,
son calcul n'apparaitrait que dans un probléme ot des questions successives découperatent la dif-
ficulté en montrant la marche a suivre.

T et e e
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H Chapitre 3 : Potantiel o1 dnergie potentislle #ectrostatiquas

Downdes mathénarigues

O rappelle ici lexpression de 'opérateur gradient
d'analyse vectorielle, trés fréguemment unlise dans
les exercices, dans les trois systemes de coordonnees,

Coordonnées cartésiennes
— i =_§i - ﬂ—l- _a‘r_--r
mqr ax H--I.&:',”'rll.a;hl'
Coordonnées cylindriques ;
S W ST
gl i S
Coordonnées spheriques :
o I W PO T
e Jﬂl”‘+niuﬂﬂ¢u"

Niveau 1

Ex.1 Sphére remplie
Omn considére une sphére de
rayvon B et de centre O
avant une distributon volu-
migquee de charges de densid
p uniforme.

1} Préciser le domaine de
définition du potenmel élec-
trostatique ¥ crée par cette distnbution, puls déter=
MIREE #00 EXPression,

On prendra le potentel nul 4 1'infini.

2} Tracer la courbe visualisant les variations de V.
Commenter.

Ex.2 Cercle chargé
Soit un cerele d'axe (Oz), =

de centre O e1 de rayon R, i =3
Cette circonférence porte f 4},

une densité de charges :

linéiques A uniforme. Dié- L 0 Z
terminer le potentiel V' oen I'“x ,-"I
ot point A de "axe (O], =

On prendra le potentic] nul & 1'infini.

M

Ex.3 Surface cylindrigue
On considére un cylindre, 4
base circulaire de ravon R
et de hauteur infinie, por-
tant une distribution surfa-
cique de charges de densite
o uniforme.

1} Calculer le potentiel
électrostatique % créé par
cere diseribution en ot

Tervcices

point on il est defini {on précisera le domaine de
définition). On prendra le potentiel nul sur "axe du
cylindre.

2} Trucer la courbe des variations du potentiel en
foncron de la position du point M. Commenter.

Ex.4 Surface sphérigue

DOn considére une sphére,

de centee O et de rayon R, -
avant une distribution sur- y 1
facique de charges de den-

sité @ uniforme,
1) Calculer le potentiel o
clectrostatigue Y crée par M
cette  distribution en  tout

point M o il est défini (domaine 4 préciser].

On prendra le potentiel nul 4 "infins.

2} Tracer la courbe des varations du potentiel en
foncrion de la position du point M. Commenter

Niveau 2

Ex.5 Couche plane épaisse

On s'intéresse au champ électrostatique créé par la
distriburion volumique de changes de densité + p uni-
forme et positive, comprise entre les cotes 2 = + a et

5= —
L Z M

kp 14

1} Dégerminer le potentiel électrosarique V' en tout
point M o i est défini. On prendra le potentie] nul
au pont O,

2) Tracer la courbe des vanations du potentiel en
fonction de la position du point M. Commenter.

Ex.6 A lintérieur d'une spheére
On considére une distribu-
tion volumique continue de
charges situées a I'intéricur
d'une sphére de rayon R et
de centre O, Celle-ci est
chargée avec la demnsité
volumique p non umiforme,
dont la valeur dépend de la
distance v’ sy centre de la
sphere :

oor=n(1-2)




1} Dérerminer le porentiel électrostatique ¥V que crée
la distriburion de charges en tout point M de "espace
o il est défina,

On premdra le potente] nul 4 infini.

2} Tracer la courbe des vanations du potentiel ViM).
e vaur le porenniel en O * Commenter,

Ex.7 Charges formant un carreé

Calculer I'énergic poren-

tielle électrostarique d'une A, 18 .8
distribution  de  guatre q i
charges dentiques dispo-

stos aux sommets A, B, O

et I} d'un carre de cote 2a. q g
On prendra le potentiel nul o* C
4 I'infini.

Niveau 3
Ex.8 Modélisation d'un atome

On représente un atome d’une maniére approchée
par un moyag central sphérigue de rayon a et de
centre O, contenant £ protons, chacun possedant
une charge + & avec une densité uniforme er par un
cortége electronique supposé indélimité dont la den-
sité volumique de charges en un point M de "espace
(OM = rer r > a) est pir) = Ar " on et A étant des
constantes. Naturellement, "atome est suppose elec-
triquement neutre.

1} Calculer, en fonction de A et o, la charge g du cor-
tege électronique, puis montrer que & st nécessaire-
Ment Superieur § trois,

2) Déterminer la constante A en fonction de a, Z, ¢ et
.

3} Déterminer le champ électrique E i I'intérieur du
cortége electromque (r > a).
4} Calculer le porentiel électrostatique V pour r > a,
cn le prenant nul & infini.
5} La theorie montre qu'a l'interieur du cortege elec-
tropigque, Yird et pir) sont iz par la relation ;

p= KV,

K érant une constante, En déduire w e1 la loi V.

Ex.3 Un fil infini

Un fil rectlipne, infini, de dimensions transversales
neghgeables, porte une densité de charges hnégue
uniforme A > 0. Le fil est paralléle a Paxe (Oz) et
coupe le plan (xOv) en Fila ;05 00,

1) Déterminer le champ E et le potentiel V en un podnt
M du plan (x(], en introduisant la variable F = FML
2) Exprimer le potenticl V, en O, puis V - ¥ en fonc-
tion de A, roer . sans faire intervenic de constanme
supplémentaire,

Ay O place madnenant (et jusqu’i la fin de cet exer-
cice) un second fil, portant la densité linéique — A,
paralléle au premuer fil, et coupant le plan (x0yv) en
Fii=a; 0 ; 0}, M étant un point gquelcongue du plan
(w0, calculer le potentiel V' en M, crec par 'en-
semble des deux fils, puis exprimer le potentiel V, en
O, et enfin V -V, en fonction de A, FM =, FM =r,
5aNs constante supplementaire.

4) Déterminer la valeur de V', pour que V tende vers
géro lorsque le point M s"éloigne indéfiniment dans
le plan (xOw). On gardera cette valeur dans la suite.

TEn

5) On pose e = E.'-'n._

Montrer que les 51.1rfa1:|=5 cquipotenticlles sont défi-
nies par une relation r: =k,

Calculer & en foncuon de @ et du potennel %,

6) Quelle est Méquipotentielle V =0 2

7y Montrer que les lignes équipotentelles dans le
plan {x0%) somt des cercles centrés sur la droite
(FF"). Determiner le centre et le ravon dune équipo-
rennielle, en fonction de a et de k&,

Dionnée « on rappelle, dans un plan {(Oxy), Méquation
en coordonnécs cartésicnnes que vérifient les coor-
données d'un point M du cercle de centre Clx, v.)
et de rayon R :

(x-x) +{y-y) =R

Ex.10 Surface cylindrique

1} Omn considére une surface cylindrique circulaire de
rayon R et de longueur mbne, d'axe {Og), portant
sur sa surface une densité de charge uniforme o = (.

a} Donner la direction et le sens du champ électrosta-
tigue en tout point M de lespace, défind par sa distance
HM = r, H érant le projeté orthogonal de M sar (O=).
b) Calculer la waleur E du champ en wout point M.

e} Calculer le potentiel ¥V en tout point M de I"espace.
On posera ViR) =V .

2) On consideére alors quatre cylindres identiques de
rayon B, d'axes pacalléles & (Qz) er coupant le plan
() aux points de coordonnees (0 ; D, (0 ; — 1),
(D ;00 et (- D 00 dans ce plan, Ces cyvlindres sont
dies conducteurs parfaits, pour lesquels on admet que
les charges sont réparties uniformément sur la sur-
face. On admet que la charge qu'ils portent est pro-
portionnelle a leur potentiel. Les deux premiers sont
portés au potentie] Vo, les deux autres au potentiel
- %, On supposera R < I, de sorte que IPon peut
considérer la superposition de disposinfs identigues &
celul etudié dans la question 1, et le potentiel nul en
O On considérera un poine MOx, v, 2) de espace,
a) Le porentiel V(M) dépend-il de = ¢

b} Déterminer le champ E au point O,

c) Représenter le plan (=00, od fgurercnt les pro-
pections des quatre cvlindres, ains: que les quatre

Eloercicns




points c(D D), Bp=-D; D), 9-D - D) (D -1D)
en chacun desguels on dessinera le champ électrosta-
tigque (direction et sens) par une fléche, en justfiant,
Crue peur-on dire des équiporentelles en chacan de
ces points #

d) Au vedsinage de O, dans le plan (xOv), le porentiel
YV admier une expression de la forme :

Vix, ¥, 2) = a + bx + ey + dx* + ey® + firy, (develop-
pement lmité o on a néghgé les termes d'ordre
wois]. En urilisant des considérations géomérrigues,
déterminer les coefficients a, b, ¢ et f, puis une rela-
ton entre d et e

&) CQuelle est, au voisinage de O, la nature des equi-
potentielles ? Vérifier la nature de Péguipotentielle
% = 0. Tracer sur une fgure lisible une famille dégqui-
porentclles dans le plan (20w, au voisinage de O,

Ex. 11 Symeétrie sphérique

Une distribution volumigues de charges est 4 symé-
trie sphérique de centre O, avec une densité p(r), ol
r deésigne la distance au point O, La densité p n'est
non nulle qu'entre r = 2' et r= R, elle est aulle ail-

lewrs er la charge torale de la distribution esr Q). Le

potentiel électrostatique créd par cette distribution
vaut :

Vid=KriR-r) + K’

dans I'intervalle [% ;,RJ.

1} Le porentiel est pris nul i 'infni. Dérerminer le
champ électrostatique «t la loi Vir) pour r > K. En
déduire 1a valeur des constantes K et K.

2} Calculer le potentiel électrostatique en O, Conclure,

Ex.12 Energie potentielle d’'une sphére

Une sphére de rayon B est uniformément chargee en
volume avec une charge volumique p. On se propose
de dérerminer son énergie potentielle électroatatique.
Pour cela, on se propose de la construire = couche
apres couche », cest-a-dire en amenant successive-
ment des charges telles que son rayon passe successi-
vemnment de la valeur r & r + dr.

1} Soit une sphére de ravon K chargee en volume
avec la densité p. Calculer la valeur du potentiel élec-
trostatigque ¥ & sa surface (r = R}, en prenant le
potentie]l nul & 'infind,

2} Exprimer en fonction de p, r et dr la charge dg qui,
déposée sur la sphére de rayon r, fait augmenter son
rayon de dr.

3y OQueel rravadl élémentaire dW a dépensé I'opérateur
pour déposer cette couche sur la sphére ?

4} En déduire l'expression de "énergic potentielle
electrostatique de la sphire en fonction de p et R

Indications

Ex.1aEx b

Appliquer la méthode n® 1 et choisir entre calcul
direct du potentiel ou calcul prealable du champ.

Ex. 7]

Amener successivernent les charges aux points vou-
hus.

Ex. 8

1) Intégrer sur le volume chargé négativement.
2) Latome est neutre !

3) Penser au théoréme de Gauss,

Ex. 9

Apphiquer le principe de superposition.,

Ex. 10]

Appliquer abondamment les considérations de
symetrie du champ E,

Ex. 11

Appliguer les conditions de continuine,

Ex. 12

Le mravail de "opérateur est égal & I"énergic poten-
ticlle d*interaction.
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Soluutions des exercices

Exercice 1

1) La distribution de charges étant volumique, le potentiel électrostatique est défini er continu
en tout point de IMespace.

O se place dans le cadre de la méthode n® 1.

Les considérations de symérrie et d'invariance ont déja &é effectudes pour ce disposinf dans
I"exercice 2 du chapitre 2. Le probléme etait « a haute symétrie » et le champ électrostatique peut
étre calculé en utilisant le théoréme de Gauss. On utilisera donc ce résultat pour en déduire 1"ex-

pression du potentiel.

Le champ E s"écrit en coordonnées sphériques :
* _ pr o 5 _ pR'
Er<R =14 E{I}R}—%H.

1

r

A partir de la relation E = - gradV et de I'expression du gradient en coordonnées sphériques :

- d¥
dV=——u + oy,
b R oty Y
il vient par identification :
daV aVv aV
== =0 E =-—.
R

Le porentiel V ne dépend ni de 8, ni de ¢ (propriété déja éablie depuis la constatation des inva-
riances par rotation). On résout la derniére équation dans chacun des deux domaines :

~Pourr <R,ona:E,=- 30 n:"“'“"”"'iﬂ = “E:_;* K.
av

L] L]
~Pourr>R,ona:E =- -Pﬂz,sﬂilsﬂil\-r{r}: % + K.
iy

E:BEF

Le potentiel étant une primitive du champ, chague domaine fait apparaitre une constante dans
'expression du potentiel. Les deux constantes sont déterminées en utilisant les conditions de
continuité (ici une seule condition pour r = B} et la valeur de V choisie arbitrammement, carV est
défini & une constante additive prés (ici V = 0 lorsque ¢ — =),
Le potentiel est continu partout, donc en r= R ;
1 3 z
vcn:u:—EE- f K= L sk = PR 4 ke
L e R 2e,

On sait queV = 0 lorsque r — == :

3 2
Vir = f;% + K225 K, done K = 0 et K =;££.

s R'I-
Finalement :Vir < R) = —E'-{EJH'.! -, Vir>R) = PR "
6e, 3e,r v

2) Le wacé de la courbe est obtenu sur la figure
ci=contre. On remargue la continuité du potentel 2
et celle de sa deérivée (pas de changement de i
pente pour r = R) qui traduit physiquement la
continuité du champ électrostatique.

B e




Exercice 2

On a vu dans I'exercice 3 du chapitre 2 que le théoréme de Gauss ne peut pas étre appliqué. Il faat
donc procéder au calcul direct du potentiel.

Deux cas sont envisageables ;

* on calcule d'abord le champ ﬁ, puis on utilise la relation E=- Hd‘i" ; cela revient & faire deux
calculs d'mt:;ralq:r.., le premier pour calculer E, le second pour en chercher une primitive par
E =- g;rad"u’ :

* on calcule directement le potentiel sans passer par le
calcul du champ a 'aide de l'intégrale :

_ Ad!
v _Lcr 4ne, r * K

L'¢lément de longueur df est centré sur le point P et
vaut df = BEd8 ; il porte la charge élémentaire :

dg = adl = ARd8.

On intégrera sur 8 (entre 0 et 2n) pour parcourir le cercle :

ARAG AR = IR
VM) -LE(:IFJ-& Pecere 4ME VR + 27 4me VR + 2 L-] = 26 VR + 2 rE
Lorsque z — =, ¥V{z) — K et on souhaite gque V{z) = 0, donc K = 0.

Ce calcul est d*autant plus rapide que toute les changes sont a égale distance de M. Ainsi, tout se passe
comme &i la charge toale Q = 2rRA érait poncroelle 4 la distance PM = WV R?* + 2* du point M.

Exercice 3

1) La distribution de charges est surfacique : le potentiel est défini et continu en tout point de 1"es-
pace, méme § le champ subit une discontinuité a la traversée de la surface.

Comme dans "exercice 5 du chapitre 2, le dispositif est & « haute ¢ symétrie et le champ se calcule
facilement en utilisant le théoréme de Gauss, On en rappelle les résultats ;
Etr<Ri=0 et Eir>R) -~:TR W
Le potentiel V est calculé a partir de la relation E = — gradV,
En coordonnées cylindriques, I"opérateur gradient est :

- EW'-. 1 dV . -EHF_..
gradV = — u +—EHE+E .

dr
En identifiant I"expression du gradient et celle du champ, il vient :
v dy av
Eﬂ ﬂ,a -ﬂtlE_=—¥.

YV one dépend ni de 8, ni de z (propriéeé déja établie depuis la constatation des invariances par rota-
tion et translation). Il reste la derniére éguation d résoudre dans chacun des deux domaines :

—Ftll.ll'r'l:R.ﬂnE:E,=—%=ﬂ,mi[\?{r}l=ﬁ:

—Pourr> R,ona:E =- EAS = oR =, s0iL it ¥W{r) = —Rlnr + K'.

dr Egr £,
Le porentie]l étant une primitive du champ, chague domaine fait apparaitre une constante dans
I'expression du potentiel. Les deux constantes sont déterminées en utilisant les conditons de
continuité (ici une seule condition pour r = R} et la valeur de VW choisie arbitrairement, car V est
défini 4 une constante additve prés (ici V = 0 lorsque r = 0).
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On sait queV=0lorsque r=0:V(0) =K =0, donc K =0,
Le potentiel est continu pour r = R ;

X
V(R) = —aR Inr + K'= 0,500t K'= E;R InR. 0 i '-J
n n
oR . R

Finalement :Vir< R) = 0,¥V(r > R) = . IlnT.

La courbe montre bien la continuité du potentiel avec la
discontnuité du champ car la dériveée du potentiel n'est
pas continue {présence d'un point anguleux pour r = R),

Exercice 4

La disrribution est surfacique, donc le potentiel V est défini er continu en tour point de 'espace,
méme si le champ subit une discontinuité 4 la traversée de la surface.

Comme dans I'exercice 4 du chapitre 2, le dispositif est a « haute » symétrie ¢t le champ se calcule
facilement avec le théoréme de Gauss. Il s’écrit en coordonnées sphériques :

" B 5 2 -
Efr<R) =0 et E{r:-R;JEU—R! :
F
Le potentiel V est calculé a partir de E = - gn;-d\? et de I"expression du gradient en coordonnées
sphériques :
gaive i, 1oV o, 1 0V
ar T e rsinf dg ¥
En identifiant 'expression du gradient et celle du champ, il vient :
dV dV aV
S =g, =0aE=-2",
8 Cap T T o

V ne dépend ni de 8, ni de & (propriété déja ¢tablie depuis la constatation des invariances par rota-
rion). Il resee la derniére équation 4 résoudre dans chacun des deux domaines ;

—Fuurr{R.una:E,=—% =0, soit V(r) = K.

F 2
v = E—R, » SOIL 80t V() = oR’ + K.
ar g E,F
Le potentiel étant une primitive du champ, chaque domaine fait apparaitre une constante dans
I'expression du potentiel. Les deux constantes sont déterminées en utilisant les conditions de
contnuité (ici une seule condition pour r = R) et la valeur de V choisie arbitrairermnent, car 'V est
défini 4 une constante additive prés (ici V = 0 lorsque r — =),
Le potentiel est continu partout, doncenr= R :

2
v =K="E s k. it K= R4 K
e,R &

On sait que 'V = 0 lorsgue r = oo ;

=Pourr>HK,ona:E =-

Vi = o ., K— K,donc K'=0et K = E.
B E,
2
Finalement :Vir< R) = “—R,v[r; R) = E.
€ L

2) On remarque sur le tracé de la courbe ci-contre que afl
la fonction potentiel est bien continue 4 la traversée de N
la surface. En revanche, sa dérivée (physiquement la
pente de la tangente 4 la courbe) n'est pas continue
pour r = R. C'est donc la discontinuité du champ élec-
trostatique que l'on visualise ici. 0

b= e
o

e i



Exercice 5

1) La distribution de charges est volumigque : le potentiel électrostatique est défini et continu en
tout point de I'espace, On se place dans le cadre de la méthode n® 1.

Les considérations de symétrie et d'invariance ont évé effectuées pour ce dispositif dans I'exercice 6
du chapitre 2. Le probléme érait 4 « haute » symétrie et le champ électrostatique peut étre caleulé
en utilisant le théoréme de Gauss. On urlisera donc ce résultat pour en déduire I’expression du
potentiel.

Il a été rouvd pour le champ électrostatique, en coordonnées cartésiennes ;

Ez<-a)=—P2%, Eca<z<-a)=223, Ez>a =223,
¢, £, €,

Le potentiel V est calculé a partir des relations :

_ WV N AV
= - gradV et gradV = o u, + oy u,+ F™ u .
En identifiant "expression du gradient et celle du champ, il vient :
vV _ oV =9V
I -n,ay OetE, 3

V ne dépend ni de x, ni de vy (propriété que nous constatons mathématiquement mais qui a déji
été établie depuis les deux invariances par translation). Il reste la derniére équation a résoudre dans
chacun des trois domaines :

“Pﬂ“fﬂ"’ﬂ:ﬂﬂﬂE.Ef-‘"ﬂ}=ﬂ=—%,MtH=-;ﬁz+m
n

f

—Pbur—n-:z-:-a,unuE‘{-a-:z£~u}=E=—sﬁ,snitv=——2;in+K'-
=

—H:IIJIE?:I,I}DHE'{E?G:I=';E=—%E,m-i‘tv=-ﬂs+l{".

1]
Le potentiel étant une primitive du champ, chaque domaine fait apparaitre une constante dans
I'expression du potentiel. Les trois constantes sont déterminées en utilisant les conditions de conti-
nuité (ici deux conditions pour z = — g et 2 = a) et la valeur de V choisie arbitrairement, carV est
défini 4 une constante addivive prés (iciV = 0 lorsque z = ().

Commengons par le point o le potentiel est nul :

w-acz-:-u}=-§;Lzﬂ + K, doncViz=0)=K'=0 et E"{—::-::--:—::}=—J2;—°:‘.
1}

Par continuité on obtient :

‘h’(g:—aj:-;ﬁ[—a}+ﬁ'——L[—H}I:mitK=E et vts{—al=;ﬂ[z+5)~

" 2¢, 2€, ot 2
\-"{a-=.:|]|=—-;ﬁ(a)+K"=——2I;—a1,snitK“=‘g—z: et v{gu}=f{_g+§),
0 L

2) La courbe donne les vanations du potentiel
en foncton de = La continuité est assurée par
le choix des constantes, mais on remarque
aussi "absence de point anguleux. Un pomnt
anguleux raduit mathématiquement une dis-
continuité de la dérivee de la fonction V, ce
qui correspondrait ici physiquement & la dis-
continuité du champ. Il est donc normal de ne
pas observer de rel point.
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Exercice 6

Ici aussi, le calcul direct pose une intégrale triple dans laquelle on ne peut pas « séparer » les coor-
données sphériques du point P sur lequel on intégre pour pouvoir obtenir le produit de trois inté-
grales simples. C'est done trés probablement impossible, en tout cas certainement trés compliqué.
Comme ce probléme posséde des s.}'mél:rjgs telles qu'en tout point de I'espace, on peut connaitre
la topographie du champ électrostatique E, le théoréme de Gauss permet de calculer ce champ E
et nous déduirons le potentiel V de son expression.

Le calcul du champ en coordonnées sphériques de centre O (voir exercice 8 du chapitre 2) abou-

HLd: .
r 1 o ] 2p R}
EcR=E'i—-—) Eir > R) = <P
reR=- 135w % ¢ Er>R 15e 5%
On trouve le potentiel V est 4 partir des relations :

W o LAV L AV
ar T 38 " rsing de
En identifiant ["expression du gradient er celle du champ ﬁ, il wient ;
daV v av
—=0,——=0e1tE =~ —— .
a6 i A
V¥ ne dépend ni de &, ni de ¢ (nous le savions depuis la constatation des deux invariances par rota-
tion). Il reste la derniére équation 3 résoudre dans chacun des deux domaines.

Eh:—gn'l.'d‘if el gradV =

—inrimﬂnaE,=—£=E£{L— Fejl,snitv{rl=ﬂﬁ{--l+ r .}+K_

dr g, 3 35R? 2E, 3 10R:.
ay 2p,R* . 2p,R* .
- - = e— = + ,
Pourr>R,ona E, o 15 7 » SO V(r) 156 1 E

Le potentiel étant une primitive du champ, chaque domaine fait apparaitre une constante dans
I'expression du potentiel. Les deux constantes sont dérerminées en utilisant les conditions de
continuité {ici une seule condition pour r = R) et la valeur de V choisie arbitrairement, car V est
défini 4 une constante additive prés (ici V = 0 lorsque r = ).
Le potentiel est nul a I'infini, donc : ¥
Vira=1=0+K'=sK'=0et "n-"(r:-R}=EEf'—_
15e,r
Lz potentiel est continnen r= R :
2pR* EM G |
— — = -—+
VE=R =TSR ™ 26, -3 o

IR, pR(L 1) 20K, ToRe _ gt

T 15,  2¢, '3 10/ 15e,  60e,  dg,

)+[{,

done finalement :

PRI A1 _ 2pR
V<R = o, { 3R T ToR: T 2 b V>R 156,

Exercice 7

La démarche est celle de la méthode n® 2. Pour réunir certe distribution de A, .28 B
quatre charges, on place la premiére, celle du point A par exemple. Cela ne a q
nécessite aucun travail particulier.

Puis on rapproche la seconde pour la placer en B par exemple. L'opérateur
doit lutter contre la force électrostatique qui s’exerce sur la seconde charge
de la part du champ de la premiére. Nous avons vu que si 'V, (B) est le

ExXEroices H

q q
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potenticl électrostatique créé en B par la charge se trouvant en A, alors I"opérateur doit fournir le
travail :

W =4[V (B) -V, (=)] = ¢V, (B).
Ce travail est aussi I'énergie potentielle électrostatique de cette distribution de deux charges.
Pour continuer 4 construire la distribution, on rapproche la troisiéme charge depuis I'infini jus-
qu’au point C., L'opérateur effectue alors le travail supplémentaire :

W = gV, (C) +V,(C]],

car lors de ce rapprochement, les deux forces de Coulomb exercées par les charges présentes en A
et B ont wravaille.

Les trois charges § sont présentes aux points A, B et C. 11 reste & amener la derniére au point D.
Lors du trajet de la derniere charge g vers le point D, I'opérateur doit lutter contre les forces de
Coulomb exercées par les trois charges présentes aux points A, B et C et il effectue alors le travail
supplémentaire :

e = 9V, (D) +V, (D) + V. (D))
Au final, le travail votal que "opératcur a effectué pour rapprocher ces guatre charges vaut la
somme des travaux et représente 'énergie potentielle électrostatique EI1 que posséde la distribution
des quatre charges ainsi positionnées (sur les sommenrs du carré) .
E =W_+W_+W" = g[V,(B) +V,(C) + V(C) +V, (D) + V(D) +V_ (D))
Les potentiels sont ceux créés par une charge ponctuelle ¢ a la distance r, en le prenant nul a I’in-
fini :
Vir) =Iﬁi‘:+u=$m=upﬂmnmv=nlamqm r = so).

ﬂumm-:ﬁE:EC=E.D=A.D=a:tﬁ-:=BD=uxE,I:spum1ﬁelss'émivm::
V,(B) =

g _ - H{C:] =V (D) =V, (D}, V,(C)=

q ] q = q =Y ]
4ne AB ~ Bmea ame AC  Bmea\V'2 oD

et I'énergie potentielle électrostatique vaut finalement :

E =d4x—i—+2 ‘?=‘E{1+1\].
P Bmea  C BmeaVZ  2meal | 2V2

Exercice 8

1) Dans ce modeéle, le cortége électronique est constitué par une densité volumigue de charges
g'érendant jusgu'a I'infini depuis » = a. Pour avoir la charge wotale du cortége, il faut intégrer sa
densité volumique de charges p sur tout I'espace extérieur au noyau. En coordonnées sphériques,
on intégre sur r de a 4 I'infini, sur @ de 0 d et sur ¢ de 0 d 2x

e n 3a
g= ﬂ].pd‘i.? = ﬂ]‘pﬁdrsinﬂdﬂdqn = J:ap{r:lr*er_usmﬂdH f—udq: = 4mA J;r*'"d:r = 41(&[ ;_ ”[

m————— Pt

2 in

Si n = 3, alors l'intégrale est un logarithme qui diverge lorsque r — =, et sin < 3, alors 3 — n >0
et I'intégrale diverge du fair de sa borne supérieure. On sait que la charge du cortége électronigue
est finie et vaut méme — Ze, donc » > 3 est une condition nécessaire pour que la charge du cortége
électronigque demeure Anie.

r— =

3
Dans ce cas v’ ——= 0 et g = 4nA £

w-3

2) 1l s"agit du cortege électronique, nous savons qu'il ¥ a Z protons et que 1'atome est neutre
¥ -
q= 4::&;:’-_-; _ Ze soitA=-Z2E=3) o

dmat
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3) Dans tous ces problémes dits « 3 symétrie spherigue » dans lesquels les grandeurs ne dépen-
dent que de la distance r a un point fixe (I"'origine O du repére sphérigque), les considérations de
symétrie et d'invariance sont toujours les mémes ;
M étant un point quelcongue, tout plan contenant la droite (OM) est plan de symétrie pour le dis-
positif [charges), donc le champ électrostatique créé en M est colinéaire a cette droite (intersec-
won de ces plans) : E[M,‘,l =E u: I:u: vecteur unitaire de la base sphérique).
De plus, il v a invariance par toute rotation autour du point O, donc en coordonnées sphériques,
done E ne dépend que de r: .

E(M) = E(Au.
Comme on connait la direction du champ E en tout point M, on peut utiliser le théoréme de Gauss
pour déterminer E. La surface de Gauss est une sph:n: centreg sur () et passant par M, donc de
rayon r > a. Sur cette sphére, E reste constant et # = u_ donc E-n'= E(r). Le flux est :

=ILE-udS=J1EdS=E_ﬂdE=EHS=4:r1E.
. . X

Caleulons la charge intérieure 4 cette sphére. Le novau v est entiérement inclus et contient la
charge + Ze, et il faur calculer Ia charge du nuage électronique qui se trouve entre les distances a
et r du point O {on se sert du calcul de la guestion precédente) -

~ pin ]-_ Zen = 3) Fo-ar _ ., Zen-3) r  Ze(n-3) a**
o = e - =Le—
Fi -1 s a*n E at 3—!1 a 3-n"
- Z&
Zﬂf’""

qm=?,ﬂ'|.l'ﬁ:r?u-

Appliguons maintenant le théoréme de Gauss :

" " I-m
o=dnrE =t 2 22 gonc By = B0 o By = Eri

EI'I 1

4y Le potentiel ¥V et le champ Eh sont reliés par la relation ﬁ =- grs'fd"h".
En coordonnées sphériques, 'opérateur gradient §'écrit :
dV LV . 1 dV

BV = S e % g e

En identifiant I'expression du gradient et celle du champ E+, il vient ;

dV dV daV

—=0b—=0ctE=-—,

™ 0, 3 et b Y
Donc le potentel ¥V ne dépend ni de 6, ni de §. On le détermine avec la derniére équation &
resoudre le domaine considere F> g

dv zﬂfl " . . EE'TI 5
E=-== , B0ILV{r) =
’ dr dmea*n ) 4ne (2 - n)a*"
OV = 0 lorsque r = =, donc K = 0. En effer, comme »n > 3, la puissance 2 - n de r est stricte=
ment négarive et #* 7 g'annule lorsque r — ==,

Finalement :

~ Zert

VO = ez - mar

%) L'énoncé nous apprend que p = KV, ce qui se traduir ici par 1’égaliré des fonctions puissance
de la variable r : .
(P3N = p goit 3 (2 —m) = - n, cest-a-dire m = 6.

Ler
4ne (2 - m)a®

La fonction potentiel s"écrit enfin :Vi(r) =

A e 01
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Exercice 9

1) Le champ E créé par un fil a éré calculé dans les applications 1 et 3 du chapitre 2, o0 les deux
méthodes de calcul peuvent étre comparees : le théoéme de Gauss donne des résultats plus rapi-
dement lorsqu'il peut étre mis en ceuvre. Ioi, on rappelle "expression du champ E en prenant les
notations de 'énoncé acruel :

. L . FEl:I
E(M) = e

; yavecr=FMet u = —.
T r u, M

o

Le potentiel créé par un fil a éré calculé au paragraphe 0.2 de ce chapitre :

V:—ilnr+]{,nﬁ r=FM ici.
2me,

D Aupoint O, r=0F =g eV, =- 2'.""

lnd+l{.d‘uﬂ[{=\-',_.,+ilna et:
nE, 2mE,

Ina =V, + s InE.dnnf‘h'—'h’n=LlnE.

mE, 2nE, e, r ne, r

V=- 2}'—- Inr+V¥, +

3) Le potentiel en M est la somme de celui créé par chacun des deux fils séparément, conformeé-
ment au principe de superposition ;
=-* et Ak =t wml sk,
2ne, 2ne, 2ne r
ou r= FM, r' = FFM et K’ une constante.
Pour le point O,onar=0F =getr = OF = g, donc :

A

V,=—In" + K =K,
) 2me, a
€L par suite :
L]
V-V, ="
2mE, r

4) Lorsque M s'éloigne indéfiniment du dispositif des deux fils, alors :
L]

F .
rarnom— = lL,aV-¥, 20,50tV -2V,
r

31 on souhaite que le potentiel soit nul & 'infini, il faut choisir'V, = 0 et il vient :
¥
A In’t.
F

ViM) = 2
0

5} En posant ¢ = Lff'-, le potentiel s"écritV = &lnl- Sur une équipotentielle, V garde une valeur
F
constante (et choizsie) et les coordonnées du point M vérifient une équation du type :
L] L]
oV = ]:nr—, soif — = ea¥,
F F

E

. r .
On est bien dans le cas o= k, avec k = "V, constante positive.

6) Lorsque V=0, ona k=1 et r =rsoit F'M = FM. Les coordonnées du point M appartenant
a I'equipotentielle V = 0 satisfont cette équation. En fait, F'M = FM définit le plan médiateur des
deux points F et F°, ¢"est-d-dire le plan {(yOz).

L'équipotentielle V = 0 est le plan (vOz).
7y Motons M(x, ¥, 0} et rappelons Fila, 0, 0) et F'(- a, 0, 0). Donc les distances r et r” valent :
reFM=%ix-alif+yv e r=FM=Vix+a) +y
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Lzs coordonnées de M appartenant a I'équipotentielle V satisfont donc 1’équarion :

roo e Mxtar+ s
r 0 Vix-al+y

L SO0 BE[(x — a)? #+ v] = (x + a)? + 37,

On essaie d'identifier cette éguation @ celle du cercle donnée dans I'énonce :
-1+ -1y -2al+ x+(F-Da*=0,ork=e> 10V 20 (supposé).

B+ ] L LR LS |
xt-2a o1 .:+_1.-‘+u’=|l.[_x—n . ]] _1-.“_k=--1:| + v +at=0,
B4y _( E41p (R 1P-(Ro1F | 4k
. + 4yl = 1= = g —
(" “&=—1j d "k=—1.} e (k- 1)} ey

On a donc obtenu 1'équation d'un cercle de centre Cla k+ 1 . Uj etderavon R=a L. Ce

R — | B_1
cercle est bien centré sur 'axe Ox, lequel n'est autre que la droite FE°.

Exercice 10

1) a) 1 s'agit du dispositf de M'exercice 5 du chapitre 2. On avait trouvé en coordonnées cvlin-
drigues : .
E(M) = E{fju,, ot r = HM.

b) Le calcul, effectué dans ce méme exercice a donné, en urtilisant le théoréme de Gauss :

Er<R) =0 et Er>R) =27,

¢) Le calcul du potentiel a éré fait dans "exercice 3 de ce chapitre. Il nous faut seulement conser-
ver les constantes, la valeur arbitraire du potentiel choisie par I'énonce ayant changé :

- aR

Vir=R=K e Vir=R)= lnr + K'.

CommeV(R) =V, ona K=V, etV, = K’ - R IR, soit K* =V, + &

i E-'I

Enfin :V(r= R} =V, et V(r=R)= ok B V.

n r

InE.

2) a) Le dispositif restant invariant dans toute translation dans la direction de 1'axe (Oz), V(M) ne
dépend pas de =

b) On représente le dispositif dans le plan (Oxy). Le plan (Oxy) est plan de symértrie pour ce dis-
positif, mais aussi les plans (Oxz) et (Oyz). Ainsi, au point O, le champ électrostatique doit faire
partie de 'intersection de ces trois plans, ¢’est=4-dire un point :

E(O) = 0.
On sait aussi queV =0 en O,
¢) Le plan n, passant par [} et & er contenant ["axe {Oz) T¥ 5
est plan d"antisymétrie pour la distribution des charges. JE Wy B
En effet, deux cylindres aux potentiels opposés portent E '\‘-. ‘,f" . !

des densités de charges opposéss. Le champ électrosta-
tigque est orthogonal &4 vout point d'un plan d’antisymeé- .
trie, et on sait que le vecteur est dinge vers les poten- T L'I = Wy
tiels décroissants, donc a priorf préférentiellement de la " ‘ .
région ¥V, vers la region - V. De méme, le plan n, conte- _ - .
nant o, y et l'axe Oz est aussi plan d'antisymétrie pour CoEs e S

les charges. On a donc pu tracer les quatre vecteurs E B Yo LI
aux quatre points o, fi, ¥ et &




Le champ électrostatique étant orthogonal aux plans 1, et =, ces deux plans définissent des sur-
faces égquipotentielles. Or ils passent par O et on sait queV = 0 en O, donc ces deux plans déhinis-
sent I'équipotentielle V' = 0,
d) On sai tour d'abord que ¥V = 0 en O, ce gui donne directement a = 0.
Le plan {Oxz) est plan de symétrie pour la distribution, donc V(- ¥) = V(¥), ce qui s"écrit :
bx + c(— ) + dx® + -0 + fo(— ) = bx + oy + dx® + &F + fow, s0it 20k + )y = 0.
Cette relaton devant étre vérifiée pour toutes les valeurs de x et v, en choisissant x = 0 et ¥ = 0, il
vient ¢ = {0, ce qui donne fxy = 0 et implique, lorsque x =z 0 et y= 0 f= 0. Il reste :
Vix, v) = bx + de? + .
Le plan (Oywz) est aussi plan de symétrie pour la distribution, done V- x) = V{(x), soit :
b(- x) + di- x)? + &! = bx + di® + &7, ou 2bx = 0, et donc b = 0.
Le potentiel &’écrit maintenant :
Vix, ) = de + &,
Il reste a considérer les plans d'antisymeérrie n, et n,. Ils ransforment les cylindres chargés en leurs
opposés, donc les potenticls en des potentiels opposés, La symétrie par rapport au plan n, trans-
forme x en y et le potentiel change de signe, ce qui s"écrit :
Vi, ¥) =-Vinxhsoitdd +er=—(d +ax)ou(d+ @ +x) =0, doncd=-¢,
car x et v doivent rester guelcongues.
L'expression finale du potentiel est done Wix, v) = dix® - 7)), ol 4 e51 une constante,
e) Le point M(x, ¥} appartenant i I'égquipotentielle de
valeur V voit ses coordonnées vérifier I"équation ;
V = dix - ).

¥

On reconnait des hyperboles dont les asymptotes sont
les bissectrices des axes (Ox) et (O], 1]

L

Pour I"'equipotentielle V=0, onax =y, soit vy =+ x :
on retrouve les deux bissectrices découvertes dans la
question e).

Exercice 11

1 Tu-u: plan passant par M et O est plan de symétrie pour la distribution et le champ est dirigé
selon u en tout point M. De plus on constate deux invariances par rotation autour de O, donc en
cuardﬁnnées sphériques : .

E(M) = E(f« en tout point M.

Appliquons dong le théoreme de Gauss en prenant comme surface fermée « de Gauss = une sphére
centrée sur O et passant par M {don¢ de ravon r = OM). Cette démarche a déja éué faire 4 I'iden-
tique dans I'exercice 2 du chapitre 2 précédent et on en reporte le résultat :

it = 4nr’E.

Lorsque M est tel que r > K, la sphére de Gauss contient la change totale C).
Le théeoréme de Gauss donne :

= =E=_':"_ 1 = G
o = 4rrE . E",duncE[r:-R) j_4ﬂuﬁ i

-

Le potentiel ¥V oest calculé & partir de la relation : E: = - gradV.
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En coordonnées sphériques, I'opérateur gradient s'éerit -
gmv=£41:+lﬁ ry 1 WV

dr r o6 Yo rsinf ﬁ Yo

En identifiant 'expression du gradient et celle du champ l:f, il vient :

dV dV aV
a0, =0eatE -2,
. ot LB o
DoncV ne dépend ni de B, ni de ¢, mais seulement de r donc E, = - ?j—:r permet de trouver V'
E = —£=—(}'—,5u:itv[r] =_‘:_|'._ + .
! dr  dme r* 4ne r

Le potentiel étant nul a l'infini, Vir 2 =) =0 =0+ C,donc C=DetVir> R) = 4—:‘;— .
RE,f

La distribution de charges étant volumique, le champ et le potentiel sont continus partout, donc
pour r = K aussi. Le champ et le potentiel valent respectivernent :

E(r=R) = ﬁﬁ et vg=m=ﬁ.

R
2

Il faut maintenant écrire les valeurs limites du domaine » £ G R| des champ et potentiel.

Le potentiel est Vir= R) = KR(R-R) + K'= K',on en tire K’ = 9

dne R
Le champ est tel que E = — % = - K(R - 2r), donc E(r = R} = - K{R - 2R) = KR, et la confi-
nuité¢ du champ donne KR = Tn;_}:E cs0it K = ﬁ‘zjﬁ
2) On ne connait la fonction potentiel que lorsque r = % Il faut la déterminer dans I'espace

Fe= 1:‘ el nous pourrons repondre a la guestion.
Pour calculer le potentiel, on calcule d*abord le champ que le théoréme de Gauss permet d'obtenir

facilement. On garde en effet une surface de Gauss sphérique de centre O et de rayon r = % .
Le flux du champ vaut ¢ = E4rr? et la charge intéricure est nulle. -

Donc pour r = % s E=0=- %E etV reste constant. 5a valeur en O est dong égale a sa valeur

pour r=— .

2
vmj=v{r=ﬁl:|=_q_ﬂ{g_%:]+ Q  _ 50

2/ ame R} 2 4ne R~ l6me R

Le champ est nul mais cela n'impose pas au potentiel de I'étre aussi !

Exercice 12

1} La distribution est volumigue, donc le potentiel est défini et continu partout. Pour calculer sa
valeur a la surface de la sphére, on prend la valewr limite de I"'un des domaines intérieur ou exie-
ricur a la sphére, dans lequel le potentiel est le plus simple a calculer.

Ce calcul a déja &ré fair dans Mexercice | avec la méme origine des potentiels :

wr:-l:r.}=l‘jip£r.

Lorsque r= R, on a &videmment Vir= R) = PR )

3
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2) La charge dg occupe donc une couronne sphérique d'épaisseur dr. Le volume correspondant est
dV = dmr’dr et contient des charges avec la densité p :

dg = pdV = 4xpridr.

3} La charge dg vient de I'infing, o0 le potentiel est nul, et arrive 4 la position finale », o4 le poten-

tel vaut ¥V = ?; (voir la question 1, en remplagant B par r). L'operateur a fourni le travail :

AW = dg[V V(=) = dgV = dmpridr x £

4% Pour construire cerre sphére, 'opérateur dedt faire croftre son ravon rdepuds 0 jusgqu’d B, et pour
cela il améne successivernent des charges dg depuis I'infini de sorte que le rayon » augmente suc-
cessivernent de dr. Le travail total accompli est la somme des travaux nécessaires 4 cette Consirc-
ton :

B Eed 2 5 R TS
W=|de= -1ftpr.:|r=4np [r_ =4nER .
L =iy :J:E" 3E‘.h 5 1o |5~E..I
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CHAPITRE

"4 [

électrostatique

Introduction

Le dipole électrostatique est un dispositif frequemment unlisé en physique.

Il possede une charge électrique nulle mais crée un champ électrostatique non nul. On
trouve cetie situation lorsque les barycentres des charges positives et négatives sont deéca-
lés {cas de la molécule d’eau) et un grand nombre de distributions de charges de ce type
peut étre considére, par analogie, comme un dipdle.

Plan du chapitre 4
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1. &'il me Fast pas, |a distance 3 est

sloes petite devan ka distance
caracténistigus d de vanation du

champ #ecirostatique =« extérigur »
dans lequal le doubbat ast plongé.

P = gAB

&

==

-q

+

Fig. 1 — Momant dipalaire.

a

2. Un plan peut n'étre défini que
pear Eroig points, dane travaillar

dans le plan (Dxpd ainsi défina n'est

pas una limitation de MNétude,
maigs wn ehaix simplifieateus

des coordonnéas.

:

- 0 *q
- -
Fig. 2 — Dipdle acul.

3 On parle suss de lormube

' Al-Kasha.

H Chapitre 4 ; La dipdle alectrostatique
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A. Définition
Un doublet électrostatique est un ensemble de deux charges opposées - g et

+ g lices 1"'une @ I"autre invariablement en deux points A(- ¢) et B(+ ¢). La
distance a = AR reste donc constante.

Définition 1

Un dipdle électrostatique est un doublet électrostatique tel que la distance
a entre les deux charges opposées — g et + g est petite.

Le dipdle est dit acrif lorsque la distance @ = AB reste petite devant la dis-
tance r = AM = BM du point M ou I'on considére le champ électrostatique
créé par le doublet A{- ¢) et B(+ g).

Le dipdle est dit passif lorsque la distance a = AB reste suffisamment petite
pour que l'on puisse considérer le champ dans lequel le doublet se trouve
plongeé comme uniforme sur 'étendue du doublet'.

Definition 2
On appelle moment dipolaire (fig. 1} le vecteur ;

ﬁ=qﬂ.ﬁ.

Le moment dipolaire p = ga s mesure en coulombs métres (C.m) mais une

| autre unité est le debye (D) :

11:-=l3-mﬂc-m,

B. Etude du dipéle actif

E5.1. Potentiel créé par deux charges
Soit le point A portant la charge (- ¢), le point B portant la charge (# ¢) et
un point M gquelcongue (fig. 2). Les points A, B et M définissent un plan
{Oxv)* ou origine O est située au milieu de AB. On choisit un systéme de
coordonnées polaires de sorte que le moment dipolaire porté par 'axe (Ox)
s0it orienté vers les x positifs.
Le potentiel en M (choisi nul & I"infini) eréé par les deux charges ponctuelles
{- g} et (+ g) s"écrit, d'aprés le principe de superposition :

ViMy=—4 4+ 4

G dme AM dnme BM

On peut exprimer les distances AM et BM 4 partir des coordonnées des
points A, B et M :

a{— %, 0, n}. B[%, 0, l}:] et Mi(rcos8, rsind, 0),
— —

en prenant la norme des vecteurs AM et BM.

Omn peurt aussi urliser le théoréme de Pythagore généralisé” dans les triangles
AOM et BOM,

Dans le triangle AOM : AM? = AD?* + OM? - 2 =% AD x OM x cosou

Ora=n-0,0M=retAD = ﬂE=%,leﬂE la relation devient :

2 ]
M{I:L:—+r=+nrmsﬂ,mi[ﬁM=J%+r’+ﬂrmﬂ-




4. Cotte hypothise porte le nam
d' approximation dipoiaine.

5, Chacun des deux vectaurs
champs créés par chacune des
charges ponctuelies st dans ce
plan, donc la somma des deux
veGtewrs |'est & fortian

Dans le triangle BOM : BM? = BO?+ OM? - 2 = BO x OM x cosfl,
a’ : a?
BM: = ry + r? — arcosl, soit BM = \'IT + ¥ = arcosd,

Le potentiel 8'écrit V(M) = —q— { - & . ] et comme’ a <= r, les dis-

AM ' BM
tances AM et BM sont voisines ; u.n développement limité en — l:st ici adapte
pour simplifier cetre différence :

1 a L | a? a 3 1f a
—ﬁM_(Tal-rH-arcmﬂ] —?[I+F+?msﬂ} u?{l—Emaﬂ).

De 1+ 2 _ 2 ﬁ)l'i-.'|+£ 56
mems: ; E"r'I _{ 4,-? r‘:n ¥ 2r haad §

Et le pmenl:iel VM) s"écrit alors :

V(M) = ‘hf.:. (;ﬁh + B:‘l-'i} 4:5“ [—{] —imﬂ}ﬂk (l +%cnsﬂ)lp

VM) = -i‘:w—r? au premier ordre en %-

L]
N'ayant pas obtenu de résultat nul, il était inutile de prendre en compte les

termes d'ordre 2 en %, négligeables devant ceux d'ordre 1.

Le potentiel électrostatique cré¢ par un dipdle actif vaut ;

_gacosd _ pw _ p-OM
Vi) e’ dmgt dmegt

On a choisi la constante additive nulle, ce qui rend V nul a 'infini ot le
champ élecrrostatique créé par chacune des charges poncruelles est nul.

B.2. Champ créé
La relation E: = - gri'd‘i-f permet d'exprimer, en coordonnées polaires, le
champ électrostatique créé par le dipole :
- gradV = - Wo LV i,y sait E = Zpood o . pAI0E ™
dr * r ob dme, r* “ dme rt
Loi 2 |

Le champ ]f a la distance r créé par un dipdle p'= p- r.-: placé en O a pour
composantes, en coordonnées polaires d'origine O :

I cosd E:a.l.nﬂl
E__ i et E- = -
4me r? 4ne r?

Le vecteur champ est inclus dans le plan (Oxy), ce que vérifie le principe de
sUperposition’.

B.3. Diagramme électrique
Les équipotentielles sont données par @
V¥ = cte, soit r? = keoosh,
ou & est une constante gqui dépend de la valeur du potentiel :

(1s]

Lours




gquipatentielles

o

Flg - I.Jwﬂ da champ ef équipotentielles,

BV =04 costh=0. soit B = 1? L'équipotentielle V = 0 est le plan (Oyz)", qui se projetie selon Paxe (Oy)
qui définit Fane Oy en coordonnées  dans le plan (Oxy). Les lignes de champ sont orthogonales aux équipoten-

polaires. tielles (fig. ). Elles ont pour éguation, en coordonnées polaires :
7. Lewr démongtration n'est plus F = &k 'sin®8, ol & esl une constante’.
AU Programme, mais peut e

comprendra, E esttangant & la .

ligne de champ. Em l'un de ses H - -

paints M, un élément de longueur C. Etude du dlpﬂ'le pBSSIf

::?‘:ﬁ:ﬂf&:ﬁ: :'i::t"' On étudie les actions subies par un dipdle électrostatique (points A{- g) et
i E .[F ' B(+ g)) lorsqu’il est plongé dans un champ électrostatique extérieur”.

~E=1,
an ohtient Féquation différentielle  On cherche la résultante des forces que le dipdle subit de la part du champ
Edr=E, rd8, puis on sipare les extérieur, puis le moment résultant.

ol On érudie ensuite le caractére conservatif de cette force.
& Co champ ast coité par ung auire
distribution de charges que cella
du depiie. C.1. Cas d’un champ extérieur uniforme :
force et moment
. La résultante des forces subies par le dmnlc a'écrit ‘f' 2. 40 :
l B F i‘r F+F -—qE.+.qrE ﬂ
| vq | Calculons le moment de de cet um.:mhlt de ﬁ:ute-s en un puint C qu:lmnqu: :
<, M. =CAAF +CBAF,=(-CA+CB)AgE=gABAE=paE.
. _./" E Ce moment ne dépend plus de C, donc du point ou on le calcule®. On dit
l,_ que le dipble subit un couple (force nulle et moment non nul),

Fig. # - Dipfile passif, IEEI

Un dipéle électrostatique plongé dans un champ électrostatique uniforme
subit une résultante des forces nulle, le moment de cette force étant non
3, Ca résultat st logique. nul et indépendant du puir&t ﬂu.nn le ::a]cl::]c :.
Cela est toujours ba cas borsgue F==0ell=paE
I risultante des foroes est nulle

et la démanstration peut dtre faite . . _
on wtilisand a théoris des torssurs Le sens du moment donne le sens naturel de rotation du dipdle via la régle

fici la torseur des actions gxerches), QU tire-bouchon. Le dipdle (ou plurdt son moment dipolaire) tend sponta-
nément & s'orienter dans le sens du champ extérieur.

10. Cette définition & éné adoptée C.2. Energie du dipdéle dans le champ extérieur
wu chapitre 3 powr ['énangia L'énergie potentielle électrostatique E_ est égale au travail fourni par "opé-
potaireie Shactrdtatious rateur pour amener le dipdle de I'infini jusqu’a sa position finale'".

H Chagatre 4 : Le dipdle élecirostalidgus



11. C'est I'autre forme de
I'approxsmation dipalaine,
Iorsque be dipdle est passil,
c'est-a-dire lorsque |'on étudia
les actions qu'il suba,

SoientV, etV les valeurs du potentiel du champ aux points A et B, Sachant
que I'on ne rapproche pas les charges 1'une de I"autre, mais que I'on améne
le dipdle depuis une position éloignée ou le champ extérieur est nul jusgu’a
sa position finale, 'expression de 1'énergic potentielle électrostatique du
dipdle est :

E =(-qV,+gVy=gqV,=-V,)
Or la circulation du champ extérieur E.' entre A et B vaut ;

B —  —F B, 5 — . B _, —|-_ B i —|-_.
L E-dl=E-[ ol E-AB, evaussi | E-di'= | - grav-di=v, -v,

On en tire
] L - L g =k
V,-Vy,=E-AB et Ep=q|:v'-‘h'ﬁ} = - 4E-AB = - p-E.

Un dipdle electrostatique plonge dans un champ €lectrostatique uniforme
E posséde I"énergie potentielle électrostatique

E, =g(V,-V,) ==pE.

C.3. Cas d’un champ extérieur non uniforme

Méme si le champ extérieur E n'est pas uniforme, la notion de dipdle impose
gque sur |'é¢tendue du dipole, le champ extérieur varie trés faiblement''. On
admer alors que :

B =
J‘ ﬁ~d.|' - E:-AB, le terme correctf étant négligeable.
A

L'énergic potentielle électrostatique E_ du dipdle plongé dans un champ
extérieur non uniforme garde donc la méme expression :

E =g(Vy,~V,) ==-pE.

—
51 on ne tient pas compte des variations du champ exterieur E, alors la force
est nulle, ﬂeln_.miendrai[ ici 4 négliger un rerme qui contendrait les petites
variations de E devant la force wotale, c'est-d-dire zéro !

Il faut donc tenir compte du caractére non uniforme de E pour déterminer
la force que subirt le dipdle.

La force de Coulomb érant conservarive, on a pu définir I’énergie potentielle
électrostatique, qui n'est autre que I'énergic potentielle associée a cette force.

Lorsgu‘une force F l:st_iinnsl:w_a!l;'tv:, elle est reliée a son énergie potentielle
associée par la relation F = - E;rad.EP.

|
i La force _P-quciedipﬁlesuhit de la part du champ extérieur non uniforme

i A POur EXpression :
i F = - gradE_ = grad(p-E).

Le travail W de cette force depuis une position 1 vers une position 2 est :

1, 2 — »
W:Jfl F-dfzjl gradE -di = [-dE ] = E , - E

Le déplacement est spontané si le travail est moteur, c'est-a-dire positif, soit

lorsque I'énergie potentielle décroir.
= pes



Lorsque le chn.mp exlérieur E est uniforme, 'énergie potentielle est mini-
male lorsque p et E sont colinéaires et de méme sens : I moment d.tpnlm
s'oriente spontanément dans la direction ¢t le sens du champ extérieur

Le moment dipolaire p s'oriente spontanément dans le sens du champ
extérieur E.

Lorsque le champ extérieur E n'est pas uniforme, le moment dipolaire
s"oriente spontanément dans la direction et le sens du champ extérieur E, et
le dipédle se déplace de telle maniére que le module E = || EJ du champ aug-
mente, ce qui fait décroitre 'énergie potentielle électrostatique.

Le dipble tend a se déplacer spontanément vers les zones de champ exté-
ricur plus intense.

D. Intérét de la notion de dipole

D.1. Action d’un systéme de charges
a grande distance
Une distribution de charges étudiée « 4 grande distance », c'est-i-dire 4 une
12. N oublions pas qu'une condition  distance r trés supérieure i son érendue a, est équivalente 4 un dipdle'=.
RBCEssaire pour pouvoir parler + : : P :
de dipdle, actt ou passi, est que Dn_ rerrouve "approximation dipolaire. _
la charge électrique totale de la Soit un ensemble de N charges g, placées respectivement en des points O, et
distribution soit nulle ! soit O un point du voisinage de cet ensemble de charges. On émudie le champ
et le potentiel élecrrostatiques de cet ensemble de charges en un point M
cloigne : la distance r = OM doit étre trés supéricure & chacune des distances
00, = a,
On exprime le potentiel ¥V au point M grice au principe de superposition :

V= T —g—+=:tl:,nur-DM

—
Avec a. = 00, ona:
1

"-"'I{I:'.I_ﬂ 'l'l'-}_fﬁ}i _{] < _r_ * ::‘I)-m'

On effectue un dmlnppcm:nt limité du premier ordre’' en

1 1 a-r 1 ra 1  u-a r
—a 1+ 8 | =2 s TR =2 B gy = I
r r rt r

L'expression du potentiel devient alors ;
Z >y, WY ga
—_ o+ %+
-ﬁlnln'-:u,:-I 4me r dne r?

On n'a pas écrit les termes correspondant & 'ordre 2, mais ils restent petits.
Le premier terme, 5'il n'est pas nul, est é&videmment trdés grand devant le

second et amst de suite.

13. C'est Fapprowmation dipolaire.

On peut distinguer plusieurs cas.

Chapitre 4 © Le dipdle dlectrostatiguee
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L'essentiel

/ Dipole électrostatique

* Un doublet est un ensemble de deux charges opposées — ¢ et + ¢ distantes

de a.

* Un dipdle électrostatique est un doublet tel que la distance a entre les deux
charges opposées — g et + § est petite.

* On appelle moment dipolaire le vecteur p = g ﬂ_ﬁ (- gen A et + g en B).

* Le potentiel V(M) créé par un dipdle acuf est : L
"PEI;IIH _ pu _ pOM
hhl drer?  dmegt dmert
'Lechnmpﬁcrééparundipﬁl: actf est :
B 2pcosd . +plinl’.l —
- 4me r? M 4m.r-""""

* Un dipéle passif plonge dans un champ uniforme ﬁ subit une force ﬁ et un
moment M rels que :

— —&* . —F

—
F=z=betdl=paE.

* Un dipdle électrostatique de moment dipolaire ¢ plongé dans un champ
uniforme E posséde I'énergie potentielle électrostatique E_

E,-q{vg- ,.!.]--'.p E"
* La force ﬁ:xn‘r.e: par le champ E sur le dipdle passif s’écrit :
F = - gradE_= grad(p"-E).

* Spontanément, le moment dipolaire p s'oriente dans le sens du champ exté-
rieur E et le dipdle tend a se déplacer vers les zones de champ extérieur plus
intense,

|-'_.'| 31§ 1 T e
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Mise en ceuvre

Comment identifier une distribution de 4x
charges a un dipdle électrostatique ? Bob
il o
Soit une distribution particuliére de charges. Montrer que pour T e M
un point M éloigné ceme distribution a les mémes caractéris- DL-_ — %
tiques qu'un dipdle dont on donnera le moment dipolaire p. |
I\

-+ Savoir faire

r
| © Calculer la charge totale. 5i elle n'est pas nulle, alors la distribution ne sera pas équivalente |
a un dipéle.

& Calculer le potentiel électrostatique ¥V en M (eventuellement le champ H-er:u-uamﬁqu:
pour calculer le potentel aprés).

I l
I . |
I |
: :
| @ Effectuer I'approximation dipolaire traduisant le fait que M est treés eloigne de la distribu- |
: tion, puis effectuer le développement limité du potentiel dans cette approximation. |

|
| i
| |
| I
I |
I |
| |

D I[dentifier 'expression du potentie] rrouvée en € 4 celle du dipdle électrostatique. Conclure
sur la possibilité d’équivalence de la distribution & un dipole.

& Dans le cas on la charge totale 1:5: nulle, vérifier la cobhérence du résultat en calculant qu a,.
Si Dga = 0, alors Dga = p.

L-------------------------------------J

=+ Application

Soit les points A, B et O tels que : AQ = OB = a. $x

Soit une distribution de charges telle que les points A et B M 4

portent chacun la charge + g et que le point O poree la charge

— 2¢ (figure ci-contre). 2 l M "
Montrer qu'un point éloigné M situeé sur Paxe (Oz) voit cette v I .
distribution comme un dipdle dont on donnera le moment

dipolaire p. Ma

Solution

@ La charge totale est nulle. L'éguivalence avec un dipdle est possible.

& Le potentiel est nul 4 'infini et on le calcule au point M en superposant les potentiels créés par
chacune des charges ponctuelles placées en A, O et B ¢

E g = 2y g
VM) = Zre AM ~ Gne,OM | ame,BM

OrOM = |z| et AM = BM = V@@ + 2%, de sorte que :

1 1 ]
V= e (Ve ~TaT)
& Lorsque le point M est + éloigné » du dipéle, on peut écrire : |£E :E?n,mitvj—-m:l.

|=|

Y ki |




En factorisant par |I | y b termie —— | | apparait dans ["expression du potentie]l et un développement
4 z
limité est alors possible :

v{M}=2ﬂ:!H1 (Jli§~1)=E?m{(|+§)-m_l},2m:m (1-:;1-1)

-t
vm]s_i“_

0 4me, | x| 2?
ﬂCtpntmu:lV{M}entpmpnmmnﬂi—— e -i-dtl'ﬂﬁ.‘l‘ ol r = OM.

Or le potentiel n‘éepurund;pﬂltestpmpuruunndi ,dmccette distribution n'est pas égquiva-
lente a un dipole.

® A titre de vérification, on calcule :
quarzqﬁiniqﬂﬁ -l-qaﬁ#q{ﬂi'l'ﬂﬁ:}:ﬁ

MNous nous rouvons dans le cas ou I'équivalence i un dipdle n'est pas possible.

¢v Four Bﬂ'l'l:lll gi Féguivalance & un dipble est possible, il est bien plus repide de calcular la charge totele 0,
o
pLIE q a

Alars la distribution est Eﬂuu.raienta & un dipdle si et saulement siqg=0at * |.',| a =0 Dans ce cas, le moment
dipataire équivalent est p'= ™| g r

Cetta démarche, plus raplda. n'est pas axigible an pramiére annés (liballé du programme afficiel},

Chapitre 4 : Le dipbla dectrogtatigue I Oy IQH'.DU maierial



erczces

Niveau 1

Ex.1 Etude des positions « de Gauss »

Qruelles sont les positions pour lesquelles le champ E
créé par un dipile a la méme direcrion gue le
moment dipolaire ¢ # Pour chacune de ces positions,
donner son expression.

Ex.2 Dans une molécule d'eau

La molécule d'eau, plane, peur érre modélisée par un
atome d’oxygéne O partant la charge — 2¢ augquoe] sont
reliés deux atomes d'hydrogéns H de charge + ¢, 51 @
esr "angle entre les deux linisons O-H e J la distance
qui sépare un atome H de 'avome O, alors devermi-
ner PPexpression du moment dipolaire de o molécule
d'eau. Faire "application numérigue,

Dinendey
a=0052 A;
e=1,6-10"
o= 104745,

0

Niveau 2
Ex. 3 Distribution linéigue circulaire

Un cerceau circulaire de rayvon R, de cemtre O et
d'axe (Oz), est chargé avec une densite linéique A,
Une charge poncruelle — g se mrouve en un poine A el
que DA = au_, avee @ > 0 et du méme ordre de gran-

deur que K.
."-l-.-
"I" 0 -4 M
Il/-* | ] - A Fa
¥
N

1} Deéterminer la valeur que dodit avoir la densig A
pour que la charge du cerceau soir égale a g.

2y Caleuler le porentiel V(M) créé par cet ensemble
de charges en un point M de P"axe (O2) en fonction
notamment de sa cote £, On prendra ¢e potentiel nul
i lMinfini,

3) Lorsque le point M est éloigne de la distribution,
montrer que le potentiel VM) gqu'elle créé est égui-
valemr & celui d'un dipdle donte on donnera 1'expres-
sion du moment dipolaire p en fonction de B, § et a.

Ex.4 Un dipdle électrostatique
Soit deux charges ponctuelles + g et - g placées res-
pectivernent en A et B, Porigine O du repére érant

chotsie au milieu de A e1 B, On note AB = d On ¢'in-
téresse au champ et au potentiel VM) créés en un
point M éloigné de O par cente diseriburion de charges.
1} Rappeler les expressions du potentiel V' et du

champ E électrostatiques crées par ce dipole en un
point M. On prendrea le potentie]l nul & 1Minfini.

2y Ce dipdle se wouve plonge dans un champ élec-
trique uniforme E, paralléle au moment dipolaire et
de méme sens. Le potentiel V) de ce champ électro-
statigue extérieur est nul au poimnt O, Pour I'ensemble
canstitué par le dipdle er le champ extériear, quelle
est 'equipotenticlle V = 0 ¢

3} Monerer que le champ électrostatique votal est
perpendiculaire 4 certe équipotentielle.

4) Quelle est Iéquation d'une equipotentielle de
porentel non nul ¥ Conclure.

Niveau 3
Ex.5 Les sphéres métalliques

On érwdie i le modéle
dit + des spheéres metal-
ligues = ou « des sphéres
dures =, Ce modéle per-
met dexpliguer "appari-
ton de moments dipo-
laires dans la martiére
lorsgue celle-c1 se trouve
plongée dans un champ
extérieur statigue E,
[que mous supposerons uniforme) porté par un axe
(z'z), Une molécule est done modélisée par une
gphére conductrice (métallique) de rayon a et de
centre O,

Une émude des conducteurs en équilibre montre que
le champ électrostatique a lintéreur du conducteur
esl nal er gue powr gue cette condition soit réalisée,
des charges électriques apparaissent sur sa surface
funiguement) de maniére 4 annuler le champ en towt
point de son inkérieur.
1) Monmrer qu'en un point M de la surface de la
sphére, la densité de charges superficielles qui appa-
rait ne depend que de Mangle 8 défind 2ur la fgure.
2y On suppose que cette densite est de la forme :
a@) = Keosh,
On considére une bande {en forme de couronne)
dépaisseur angulaire df ¢t + centrée « sur le point M.
Cuelle est la surface d¥ de cette bande ?
3) Déterminer la direction du champ dE, créé au
point ) par cette bande, puis Pexpression de ce
champ élementaire,

Exeroices




4) Caleuler le champ E, créé au poine O par la dis-
tribution de charges superficielles.

5) En dedwire la valeur de la constante K en suppo-
gsant que la distribution créé un champ uniforme a
I'intérieur de la sphere,

6) Faire un schéma de la sphére en indiquant le signe
de la distribution superficielle aux différents endroits
o elle existe.

ThWue de Pextérieur et 4 grande distance, cette sphére
apparait comme un dipdle électrostatique donr on
voudrait exprimer le moment dipolaire,

a) Monteer que les barycentees respectifs A et B des
charges négatives ou positives se trouvent sur 'axe
(O=).

b) Exprimer la charge élémentaire positive dg se
frouvant sur une couronne comprise entre les angles
B et 8 + dil.

En déduire la charge positive torale 03,
e) Dérerminer les positons de A er B e, par suite,

expression du moment dipolaire du dipdle équiva-
lent.

Indications

Ex.2

Penser au principe de superposition.

Ex. 3

Faire un deéveloppement limité du potenticl avec
2 g et R

Chapitre 4 ; Le dipdle glectirostatiqes

Ex. 4

Les porentiels; comme Jes champs, s¢ superposent.

Ex. 5|

3} Cest le champ créé par un cercea.
4) 1l s'agit de sommer.
5) Les champs se superposent.



Solurions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

Les composantes du champ E: s'écrivent en coordonndes polaires :
E - 2pcosh et E, = psind .

4me r? 4ne, r*
sachant que le moment dipolaire est p'= pl-r:.

I1 faut donc que la composante selon (Ov) du champ électrostatique _

soit nulle ; o

E = E sinél + E, cost = 2pcostsing + poostsing _ 3pcost sink = 0, M
! ' dme, r dmer dme, rt

EJ = { équivaut donc 4 sinflcosB = 0, soit B =10, g, ®, ] dans I'in-
tervalle [0 ; 2n]. 2

Le champ E est donc colinéaire a p= pi.e: en tout point des deux axes
de coordonnees. Comme lg dispositfl est invariant par rotation autour A 4 B .
de I'axe (Ox), le champ E aussi. Il garde donc la direction de (Ox) =7 0 +q X
dans le plan {Oyz) et sur "axe (Ox). 7

Dans le plan [{}_vz},ﬂ=ig:t E= i“—ﬂh i 5 sur I'axe (Ox), 8 = Doun et E=i4—2‘p—!u:.

n

Exarcica 2

On peut appliquer le principe de superposition : la molécule d'eau contient les deux moments
dipolaires p, et p,, symétriques par rapport d 'axe (Ox). La somme p, + p, est done dirigée selon
cet axe et on peut écrire le moment dipolaire total : p'= p, + p. = pu.
Comme p, = p, = ea,ona:

p= E-Ea:us%-
AN p=LE 10" Crmoup =558 1

Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) La densité A est uniforme, donc la charge du cerceaun §'écrit :

q= Lmk:uu: | dr=2rRo.

cerle

Son expression est donc A = -,I:E el la charge du cerceau vaut g.

£ bl e




2) Le potentiel total V(M) en un point M est la somme du potentiel électrostatique créé par une
charge ponctuelle et de celui créé par un cerceau chargé avec la densité linéigue A.

* Le potentiel électrostatique V- au point M créé par la charge poncruelle - g placée en A est,
compte tenu qu’il est pris nul & Minfind

v =4—_L=”,aw:chM= |z - al.

* Le potentiel électrostatigue V* au point M créé par le cerceau chargé a éwé calculé dans 1'exercice

n® 2 du chapitre 3, le potentiel nul étant pris 4 1'infini :

26, VR* + 2 dme, VR* + 27’

l"fi.-

avec le centre du cerceau a I'origine O de I'axe (Oz) et M de cote =.

Le potentiel électrostatique total V en M créé par le cerceau de charge ¢ et la charge — g placée en
A est la superposition des deux potentiels précédents :

V=V 4V = 1 e T
dme VR + 2 4me|z -al

3) Lorsgue le point M est éloigné, on a |.E|::E:-uﬂ|s:|32:- K. R
On peut donc effecuer des développements limités en faisant apparaitre . = ] et § = ]

v=—1* ! ] - 4 I S
4ne, | = | ll'],...E I -2 4“11'3' III+E 1.2
.1|||| 32 Z -.hl .E'; =
_ E E-I'T_ _E)-I]‘: q B RJ B +E],= —
v -IlnE,:,|::| [{] * :i) (l z 4IIquI| (I 2 (I z} 41|:E,,|ziz’

(n a en effet négligé le terme d'ordre 2 en R <22 | devant celul d'ordre 1 en L 1, vu que R et
a sont du méme ordre de grandeur. “

Donc lorsque = > 0 ;

et lorsque z < 0 ;

Ce potentiel est en %, ou |=| représente la distance OM, ressemblant a celui créé par un dipéle

électrostatique 4 la distance r et qui est en &. puisque son expression estV = peos8

dmert
On identifie alors r* & 27 ; le dipdle équivalent est placé en O, 51 le moment dipolaire équivalent
» e
estp=gq ﬁ6, alors p* ﬂl‘:‘: = — gaz et on peut écrireV' = il B qui est 'expression d'un dipdle

4me OM?
de moment p'= g AO et placé en O,
Lorsque z> 0, on a8 =x donc cosB =~ 1, et lorsque z < 0, on a 8 = 0 done cosl = 1. Les expres-

sions du potentiel trouvées précédemment sont donc cohérentes avec I'équivalence a un dipdle qui
a4 Epé trouvée.

« On pouvail plus rapidement constater cette dguivalence, sans avorr & calculer 'expression simplifide du poten
tial. En effet, le barycentre G des charges positives se trouve au point 0

H Chapitre 4 : Le dipale #lectrostaltiqua




cogoa = g 00 = q0G difinit le barycentre G des charges g . et tout e passe comme si G portait [a charge
totale g Pour le cerceaw, la sommetion est continee, ce guirevient & remplacer le symbole 4" addition = discriéte »,
cast-d-dire l@ symbole de sommation sur un nombre entier, par un symbole dintégration, qui représente une
SOMme Canfinog

Le moment dipolaire vaut alors p= gAD , car be point A porte la charge — g et 0 la charge + g, c& qui consitue un
chpdile pour un pamt M place a grande distance

Exercice 4

1) En coordonnées polaires, le potentiel créé en un point M par un moment dipolaire p'= p . vaut :
peosh _ piw _ prOM

dme r?  4mer?  dmert

Le champ électrostatique correspondant a l'expression suivante {déduite de celle du potentiel) :

V(M) =

E = 2pcosh =i psind =
dme rt 7 dmer?

2) On cherche la nature de I'équipotentielle V = 0. II est donc nécessaire de calculer I'expression
du potentiel électrostatique V,, associé au champ extérieur E .

Ona: . .
E, = B¢, = - gradV,
En coordonnées cartésiennes (les lignes de champ du champ E, en ont la géométrie), on déduit :

dVa dVa dVa
E=-—.0=———,0=-—,
! dx dy dz
Les deux derniéres équations montrent que V, ne dépend que de x et la premiére s'intégre en ;
Vy=-Epx + cte,

la constante étant déterminée par la position de 'origine des potentiels pour V.
V, = 0 lorsque x = 0, soit 0 = cte et finalement :
V,=-Enx
Le potentiel électrostatique total en un point M est la somme du potentiel créé par le dipole et de
celui associé au champ extérieur E, (créé par les sources du champ extérieur ) :

cost 56
ViM) = f;ﬂ ~Ex= a;% - E, rcoshl, car x = rcosh,
On peut maintenant dérerminer I'équipotentielle ¥V = 0, donnée par I’équartion
ViMy=0= cﬂ?ﬂ{;ﬂéﬂ%—ﬁf}; s0it cosl = 0 ou rt = EEE-
Dans le plan (Oxy) dans lequel I'étude est faite, il s"agit respectivemnent de "axe {(Oy) (pour tout

point de cet axe,ona b= %] et du cercle de rayon :

. {_.s-_) [ p

= .
Anre E, ¥ dne E
Les surfaces équipotentielles correspondantes dans ["espace sont obtenues en se servant de 'inva-
riance du dispositif (dipdle et champ extérieur) par rotation autour de I'axe [(Ox).

La rotation autour de (Ox) de I'axe (Oy) génére le plan (Ovz) et celle du cercle de centre O et de

rayon r = H:'Ilalf_ géneére la sphére de méme centre et de méme ravon.
il

111

Exefcicas




L'équipotentielle V = 0 est donc formeée par le plan (Oyz) et la sphere de centre O et de rayon

o2
y 4ne E,

3) Exprimons le champ total, qui est la somme du champ extéricur et de celui crée par le dipéle.

t - 2peosd oo psind) . * + B,u, avec w, = cosBu - sinBa,, d'ob :

e " e
E= (%1“:—':3+Emsﬂ)u+(L E,sinf |i,.

Pour un point de axe (Ov), ona =% *2— etE =0.0r uB =% ux, donc le champ est orthogonal

a I'axe, Ce résultat peut ére généralisé a tout point du plan (Ovz) en appliquant I'invariance par
rotation autour de (0.

Pour un point du cercle de rayon r = '—%,mvéﬂﬁeE‘:ﬂ.
]

Le champ est radial et donc orthogonal au cercle centré sur O. On généralise ce résultat pour tout
autre point de la sphére en utilisant I"invariance par rotation autour de (Ox).

4) Une équipotenticlle V # () a pour équation :
= —L - =
v cnsﬂl( e E,}r} cosB f{r).

Dans le plan (Oxy), cette équation correspond 4 des courbes en coordonnées polaires wrés difficiles
i tracer. On remarque que la foncrion :

) = e ~ B
est une fonction décroissante de r.
Lorsque r = =, f{r} = - o et il faut cosl = 0, soit 0 = g les courbes ont pour asvmptote 'axe

(O et les équipotentielles « partent a 1'infini .

Lorsque r = 0, f{r) = 4 o e il faut aussi cosB =0, soit 8= % % ; les courbes passent par O ef sont
tangentes & () en au point O,

Exercice de niveau 3

Exercice 5

1) Dans le systéme de coordonnées sphériques d'origine O, centre de la sphére, et d’axe {(0z),
direction du champ électrostatique extérieur, la densité de charges surfaciques @ dépend des trois
coordonnées r, B et §.

Or pour tout point de la sphére, ¥ = R et reste constant.

De plus, 1a sphére et le champ électrostatique extéricur sont invariants par rotation autour de (Oz).
Donc la densité @ aussi.

Certe rotation concerne 1'angle ¢, donc o ne dépend pas de & et n'est finalement qu'une fonction
de 8.

2} On considére 1"élément de surface dS correspondant & une variation des deux angles, en coor-
données sphériques :

112
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La bande concernée est obtenue en faisant tourner I'élément de surface autour de axe [Oz]), c'est-
d=-dire en intégrant sur ¢ de 0 a 2x :
dS = 2rRisinfd@.

3) Tout plan contenant 'axe () est plan de symértrie pour le dispositif entier ; en tout point de
I'axe, le champ électrostatique est dirige selon I'axe. La couronne é¢tudiée étant inchangée par cette
symétrie, le champ élémentaire qu'elle crée est dirigé selon {Oz2) :
¥ L]
dE, = dE, «.
Chacun des éléments de la couronne crée un champ élémentaire dlf, en
O faisant I'angle 8 avec (Oz), chagque charge clémentaire se trouvant a la L
méme distance R de 0. Donc dE| est obtenu en ajoutant toutes les pro- ' ,ew}n \&
f

- & di

jections sur {Oz) des champs éémentaires. Tour se passe comme 571l fal-

lait projeter sur (Oz) le champ créé par la charge totale de la couronne et [ i e _'; )
faisant 'angle @ avec (Oz) : “Yf 1
ek,
dE = 3048 o= FeosB2nR’sinbdd . _  Kcos’B5in6de \.5___/
' 4me R* 4me R 2¢, .

4) On effectue la somme des champs créés par toutes les couronnes, soit 'intégrale de 0 4 n sur la
variable B des champs dE, :

— _ KL' S _ KL‘ l{[— “'El‘r K
E = dE, =-— | cos*@sinBdd =-— | cos*0d(-cosB)=-— =——
I iﬁ[EiFh.Elt : 22'0 =0 EEQ =i EE,} 3 i 35[,
, = K "
soit E, = = (= u).

e, J

En effet, on a vu que la projection sur "axe du champ ¢lémentaire etait négative, c'est-a-dire dans
le sens de — .

%) La sphére étant conductrice, le champ électrostatique doit étre nul en chacun de ses points,
notamment en O,
Or le champ électrostatique total est la superposition du champ extérieur et de celul créé par la
densité surfacique. On écrit dong

]_::1 + E"=li5uitEh— 3}:

=D, etdonc K=3¢E

6) Sur la figure ci-contre, on voit que lorsgue lal *:%,nna:

cosh > 0 et par suite (@) > 0.
Cela correspond a la partie de la sphére s¢ trouvant 4 droate du point O sur la figure.

Ty a) Tout plan contenant 'axe (O2) est plan de symétrie pour le disposiaf entier : les barycentres
des charges positives ou négatives se trouvent sur 1'axe (Oz).
b) La charge dqg se trouvant dans la couronne d'épaisscur db est dg = adS, o dS est la surface de
celte couronne élémentaire, soir :

dg = a(8)dS = 3¢ E cost x 2ZnR*sinBd8 = 6nRe E costsind db,
La charge positive totale est la somme de toutes les charges élémentaires, 4 condition qu’elles res-
tent positives.

lll'nutdnncmtégrersurﬂdeﬂi%:

i i ot sin’f [*2
Q= fudqr = omR e E, f costisinBdd = 6nR*e E, | sinBd(sinf) = 6nR’g E, [ 2 E 1
= = =ik
Q = 3nR*%E,

s 113
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€) On détermine d’abord la position du barycentre B des charges positives. On note P le point de
'axe centré sur la couronne d'épaisseur dyg et repérée par I'angle 8. Ce point P est le barveentre de
la couronne, sa cote est & = RcosB et tout se passe comme s'il portait la charge :

dg = 0(8)dS = 6nRe,E,cossingdd.
Le barycentre B des points P est défini par la relation :
— g2 . . 2
QOB = [dgOP = L_oﬁfo&,Eﬁmsﬁshl&dH x Reos i, = 6nR7e,E, i L.ﬁms‘ﬁsinﬂdﬂ,

3 1.3]:: = 2rR'e E, avec Q = InR*g E, ;

_2R

=5

Pour determiner la position du point A, on utilise les propriétés de symétrie (ou plutor dantisy-
métrie) du dispositf. La distribution de charges est transformée en son opposée par symétrie par
rapport au plan (Oxv).

Comme A porte la charge — Q et B la charge Q. on déduit de I'antisymétrie de la distribution que
A et B sont symérrigques, Ainsi :

Qsz, = 6rR'e E, [

Zp

2R = 4R
WE @ AB=T
et le moment dipolaire s"écrit :
iR

F=QAB = nR'e.E, == u,.
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CHAPITRE

Analogie
avec la gravitation

Introduction

Ce chapitre pose les correspondances entre les charges electriques et les masses, afin de
pouvoir traiter les problémes d'interaction gravitationnelle a I'aide des mémes méthodes
que pour les problémes d’électrostatique. Le champ gravitationnel et 'énergie potentielle
gravitationnelle sont ainsi definis, par analogic mathématique, avec les mémes expressions que
le champ électrostatique et I'énergie potentielle électrostatique, a condition d'effectuer un
changement de constantes que 'on preécise,
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® Charges de méme signe
oo 4 f
- .-----------' "
M, M,
) Charpes de signes conraires |
@ F Foo &
g
¥ M, |

1 T

Fig. 1 - Forces de Coulomb de
deux charges ponctuelies,

Ly F.. mai
e i
M, M, |
" ) =

Fig. 2 = Forees d'interaction de
doux masses ponchusllas,

A. Correspondances mathématiques

A.l. Interaction fondamentale

* En électrostatique, la loi de Coulomb décrit I'interaction entre deux charges
électriques ponctuelles immobiles dans le vide (fig. 1). Enoncée dans le cha-

[ pitre 1, on en rappelle 'expression ;

[ Loi 1
Loi de Coulomb
La force IL".lJ exercée par la charge poncruelle ¢, sur la charge ponctuelle
§; & pour expression :
F+| ; force en newton (N}

4 a9 g, et g, charges en coulomb (C)
Fu=k_——u_, : i
: Y r, = M M, distance en métre (m)

u,_, vecteur unitaire (sans dimension)

La constante & dépend du milicu. Dans le vide, elle vaur :
k= . 9-10° 51,
4nE,
ot g, est la permittivité du vide ; k se mesure en kg-m?-s- A2,
T B _ lelr'r: . ' -
Le wecteur unitaire w, ., = MM est oriente de M, vers M, sur la drodte (M M),
| It

* Pour décrire I'interaction entre les masses, la loi de la gravitation universelle

| donne la force d'interaction entre deux masses ponctuelles (fig. 2). Soit la

masse m, placée au point M, et la masse m, placée au point M,.
[ Loi 2

Loi de la gravatation universelle

La force F:: exercée par la masse ponctuelle m, sur la masse ponctuelle
w1, @ POUT eXpPression :

F,, force en newton (IN)

F =g o mi, et m, masses en kilogrammes (kg)
142 Ls2 . -
L r,; = M M, distance en métre (m)

u, ,, Vecteur unitaire {sans dimension)

La constante K est la constante de gravitation universelle, Elle vaut ;
K =6,67-10" 5.1,
a0 unité exacte étant le kg '-m*-s%,

ek

v e M M
Le vecteur unitaire o, = MLM:
I 2

est orienté de M, vers M, sur la droite (M, M.,).

A.2. Grandeurs équivalentes

Les deux interactions, force de Coulomb et force de gravitation, sont mathé-
matiquement identiques et on peut établir un tableau de correspondances

entre les grandeurs utilisées en électrostatique et les grandeurs utilisées en
MEcanique.
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El:n:l:rusr.nliqu: Gravitation

Charge g Masse m

Constante & = Constante — K

dne

i}

A3, Différences entre électrostatique
et gravitation

* Alors que la charge électrique peut étre positive ou négative, la masse reste
positive,

* Lorsque deux charges électriques sont de méme signe, la force de Coulomb
est répulsive, alors que la force de gravitation qui décrit IMinteraction de deux

1. Les dispositifs électrostatiques ~ THASSES €51 atrracrive.

comme le dipdle ou le condensateur  » O peut cependant conserver les mémes expressions vectorielles, 4 condi-
font nécassamamant intarvenir das 1
chargas électigues des deus tion de remplacer la constante positive & = T de la force de Coulomb par

agres e ne possddent dane pas o o . -
d'équivalent gravitationnel, vy quiil 18 Constante — K négatuve de la force de gravitation. Les lois de similitude

n'existe pas de masse négatve.  sont alors complétes, dans la mesure o elles peuvent étre appliquées’.

B. Le champ gravitationnel

« Comme la définition du champ électrostatique découle de la force de
Coulomb, un champ gravitationnel équivalent pourra étre défini a partir de
la force de gravitavon. On rappelle la définidon du champ électrostatique :

| Dinitions B S B

5i une particule [.'IlDI‘IlL‘I‘.'LIE“Ed.F charge g est immaobile en un point M et s’y
trouve soumise i une force F, autre que son poids, qui s’annule lorsque g
s'annule, alors il existe au point M un champ électrostatique E défini par
la relation :

15 force en newton (M)
F= qﬁ ¢ charge en coulomb (C)

—b

E champ électrostatique (N-C-' ouV-m™)

On procéde par équivalence pour donner la définiton du champ gravita-
tionnel.

j Déiniton 2|
| 5i une masse ponctuelle m non chargée est immobile en un point M et s’y

trouve soumise 4 une force F, alors il existe au point M un champ grawvi-
| tationnel G défini par la relation :

F force en newton (N)
E=mG m masse en klogramme (kg)
l‘.ichmnp gravitationnel (N-kg' ou m-s7%)

Le champ gravitationnel est homogéne & une accélération et se mesure donc

&0 mese.
l'-:nlqu w




B.1. Champ gravitationnel créé par
une masse ponctuelle

Cette premiére expression découle directement de la force de gravitation, donc
de la définition du champ. Une masse ponctuelle s’ placée en M subit de la

ﬂ__. @ part d'une masse ponctuelle m placée en P la force de gravitation (fig. 3) :
—
M — mm" . PM o
=-K 2 by =~ K mm FM3‘=m .

Fig. 3 - Champ gravitationnel créé  Ajnsi, en tenant compte de la définition 2, on peut déduire :
g pont M par ks masse m placée

o paint P LEER

Une masse ponctuelle m placées au point P crée en un point M, situé § une
distance r de P, le champ gravitationnel :

G champ gravitationnel (m-s2)
= K#t K constante
e “ mi masse en kilogramme (kg)
r distance (m)

G=

-

ol u = ]I:T!. est le vecteur unitaire de la droite (I’M) dirige de IP vers M.
L

13.2. Champ gravitationnel créé par
plusieurs masses ponctuelles

On applique le théoréme de superposition en ajoutant les différents champs
gravitationnels gqu'exercent chacune des N masses indicées ¢ et placees res-
pectivement en des points P au point M.

Théoréme de superposition

Les N masses m, et placées respectivement en des points P, créent au point
M le champ de gravitation :

- N - Km "
G(M) =5 ‘W,
i - =T
ol il === E’:: est le vecteur unitaire de la droite (P M) dirigé de P vers M.
F, it

13.3. Champ gravitationnel créé par

une distribution linéigue de masses
Les masses sont disposées sur une ligne I” avec la densité linéique A. Chaque
elément d/ de la ligne de centre I est quasi ponctuel et crée un champ ele-
mentaire dG au point M (fiz. 4). Le champ total crée au point M est la
somme (c'est-a-dire l'intégrale pour une sommation qui, ici, est continue) de

I 7§ _I
—\_P‘_.//‘/Fl tous ces champs élémentaires créés par les points P de la ligne I,
Lol 5

Le champ de gravitation crée au point M par les points P d'une distribu=
ton lindique de masses le long de la ligne T s"écrit :

! ditt=hdl

F;; ] --[:.I! d‘una- di_ur.rlhuﬁnrl ) )
hngique di masses G"{M} _ J[_d.f;= |f - Kdm . ,I = Khdl

rer il

o= L = :::: est le vecteur unitaire de la droite (PM) dirigé de P vers M.
r ]
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2 Om me peut pas parier de plan

o' antisymétrie powr des dstributions
de masses, caril n'y a pas de
Masse niqative,

Fig. 7 - m o5t un plan di symétrie
pour la distribution de masses {mon
représantée].

Le champ gravitatonnel n'est pas défini sur les masses poncruelles (il est
donc discontinu en ces points), mais reste défini et continu partout ailleurs.

* Le champ gravitationnel n'est pas défini (donc ni continu) aux points og se
trouvent des masses linéiques.

¢ Lorsgue la distribution de masses est surfacique, le champ gravitationnel
n'est pas défing sur la surface ; il est donc discontinu 4 la traversée de la sur-
face.

Lorsque les masses sont volumigues, le champ gravitationnel est défini et
continu én toat point de 'espace.

D. Topographie du champ
gravitationnel

Les considérations qui permettent de déterminer la direction du champ gra-
vitationnel G et les variables dont dépend son module sont analogues a celles
développées en électrostatique.

D.1. Considérations de symeétrie

Le champ de gravitation, proportionnel a Ia force, st un vrai vecteur, comme
le champ électrostatique.

Soit m un plan de symérrie’ pour la distribution de masses considérée.
* Le champ de gravitation en un point M du plan n est inclus dans ®.

5'il existe un second plan de symértrie n' contenant le point M, alors le champ
de gravitation est aussi inclus dans le plan o' et il vient les deux résultats sui-
Vants.

La dII'E"El'I.-l:II:'I du champ de gravitation en tout pmnt M des deux plans m et
' de symétrie pour la distribution de masses est celle de la droite inter-
section de ces deux plans.

Si le point 1"«'l ne fait pas partie du plsm de symétrie ® trouve, alors aucune
mﬁ:-rmutmn sur la direction du champ ne peut étre wrouvée,

En effet, la seule conclusion est que le r.hgmp au symétrique M’ du point M
est le vecteur G symétrique du champ G existant en M (Gg. 7). Une argu-
mentation de ce type permet de trouver la parité du champ de gravitation,
une fois que I'on en connait la direction.

13.2. Considérations d’invariance

12.2.1 - Rotations autour d’un axe

571l exisre un axe autour duquel une rotation d’angle 8 laisse invariant la dis-
tribution de masses (le point M n'ctant pas nécessairement invariant lors de
certe rotation); alors la valeur G du champ en M ne dépend pas de 'angle B
de cette rotation (ou de la coordonnee d'espace correspondant 4 cet angle).

H Chapitre B : Analogie avet la gravilation



1. Le mowwement atant relatif, on
peist sussi dire que la notation da
M |a destribution fxel n'a aucune
influance sur la distribution de
masses # qu'il voit », Donc e
vabawr du champ an M na paut
dépamndre de |'angle gul définit
cetie rofation,

4, Il n'esi pas nécessaire de
connaitre la direction du champ
powr faire celle conclusian.
C'est done la valeur du champ
gui nie dépend pas de i

Fig. B - invariance de ka distribu-
tion par rotation,

5 0n peut sussi dire gue la
tramslation du point M

{4 distributian fizel n'a aucune
influgnce sur la destribution de
massas quil & yoit = Donc la
waleur G du champ au point M ne
pinit dépendre de |a coordonnde
qui définit cette translation,

6. Catte conclusion paul so taire
mime si on ne connall pas ka
direction du chamg au point M.
C'est donc =8 valeur G qui est
mdapendanie de ¥,

M
a

Fig. 9 - Invariance par transiatsan
de la distribartsan = infimie = pour ba
paint M.

1. Ce modéle tradurt physiguemant
In tait qua la distance du point M
gux charges est suffisammand
petite devant la dimension de la
destribution, Pour un abservateur
placé an M, la disiribution parait

d extension infinie.

En effer, un point M fixe « voir » alors la méme distribution, alors que celle-
ci a effectué une rotation .

Sur I'exemple de la fiz. %, la distmbution est cylindrique et elle reste inva-
riante par toute rotation d’angle B autour de son axe de révolution, Donc le
champ G au point M ne dépend pas’ de 6.

13.2.2,. Translations

§'il exste une direction selon laquelle route translation laisse invariante la
distribution de masses (le point M n'étant pas nécessairement invariant par
cette translation), alors la valeur du champ en M ne dépend pas de la variable
d'espace qui définit la direction de cette rranslation.

En effet, un point M fixe « voit » alors la méme distribution, alors que celle-
¢l a effectué une rranslaton .

Sur 'exemple de la fiz. 9, on suppose que la distribution de masses est + infi-
ni¢ « dans la direction (Ox). Une translation selon (Ox) la laisse donc inva-
riante. Donc le champ en M ne dépend pas® de x.,

L'invariance par translation ne peut exister que lorsque la distribution de
masses est illimitée’ dans la direction de la translation. Lorsqu'il n'y a pas de
masses « i I'infini », il ne peut y avoir aucune invariance par translation.

E. Théoreme de Gauss

+ On considere une distribution de masses créant un champ de gravitation
défini et continu dans tout P'espace ou 1"érude est effectuée (on n'effectue pas
d’érude en des endroits ou le champ de gravitation n'est pas défini).

On exprime le théoréme de Gauss équivalent a celui vu en électrostatique,

| Loi 10

Théoréme de Gauss

Le flux ¢ du champ de gravitation G & travers toute surface fermée S est
egal a la masse m_, contenue dans le volume V délimite par &, muluplice
par — 4K, oa K est la constante de gravitation universelle :
: & fux du champ gravitationnel enm®-s7
= Hﬁé-df: == dnkKm, K constante
m_ masse en kilogrammes (k)

On a remplace, dans le theoreme de Gauss vu en ¢lectrostatique, la quantite

4me

L] ]

. par — K, soit 'i— par — 4nk.

» Les masses intérieures m_, créent en un point de la surface 8 un champ de
gravitation dirigé vers elles {(donc vers l'intéricur) et la normale 4 une sur-
face fermeée est sortante : i est logique gque ce flux soit négarif, Cela conforte

1 o
"assurance que le remplacement de la constante & = iy positive de la force
de Coulomb par la constante — K negative est licite.
* On s’apercoit de plus que les masses extérieures a la surface 5 créent un

flux nul, Ce théoreme est un outil de calcul extrémement efficace pour cal-
culer le champ de gravitation dans des situations de « haute symétrie »,

[ 8 E18




F. Potentiel gravitationnel

Par analogie avec la notion de potentiel électrostatique, on peut définir le
potentie] gravitationnel, qui se définmit lui aussi 4 pardr de la circulation conser-
vative du champ associé.

* Alors que la signification du potentiel électrostatique est forte, celle du
potentie]l gravitationnel est moins évidente, On rappelle donc certains des
résultats érablis en lectrostatique en s¢ servant de I'analogie mathématique.

* Par analogie, la circulation C du champ gravitationnel créé par une masse
ponctuelle m placée en O entre deux points M, et M, éloignés s'écrit, en
notant r, = OM, et r, = OM, :

| i ] [

E=I zd{]= J . {—KMJ=KM_I{J'H

My M r r, F,
Ce résultar traduit le fair que le champ de gravitation est 4 circulation conser-
vative.

Lol 11 S

| Le champ de gravitation est a circulation conservative et on écrit :
| o —
: = = gradV¥.
La foncuon potentiel gravitationnel ¥ est définie par cette relation”.

La circulation du champ gravitatonnel entre deux points A et B vaur :
crculaton de cetts forcs. [ Goar’= [ - griav-ar’= [ av =via) -vew.
L'énergie potentiells £, alors

assockee d la force a & difinie ' — e . S

par |a relation F = - gradE Le signe - devant le g;md.ltnt €51 purement -I:Gmrtnuum'ltl.
aralogue & celle définissant

I petntiel

& En miécanigue, on gerit qu'ung
force conservative Fa un travail
qui na dépend pas du chemin susi,
I travail ' une lorce éant la

On donne Mexpression du potentiel gravitationnel créé par une masse ponc-
tuelle, obtenue par analogie :
— Km

V= — + L8,
r

G. Energie potentielle gravitationnelle

(.1. Travail de la force gravitationnelle

On suppose qu'une masse poncruelle m effecrue un déplacement d'un point
A 3 un point B en étant plongée dans un champ de gravitation extérieur non
nécessairement uniforme.

L]

A Dans un déplacement d/ infinitésimal, le champ de gravitation extérieur

Fig. 10 - Travail de la force gravi-  reste uniforme et le travail élémentaire dW de la force de gravitation F =
tationnelle pour be déplacement de gk par la masse m vaut (Fg. 10) :
& vers B, - - " B

dW = F-di = mG-dl.
8 Un déplacement spantané 8ufa (3§ = _ gV, done dW = - mgradV-dl = — grad(mV) -d/

masse m a5t tel que le ravad st
positif {glors moteur). Fa leméme  Le travail de la force de gravitation pour le déplacement de la masse m de A

sens que G et le déplacement &t 3 B est la somme des travaux élémentaires lors des trajets constituant le par-
sportand 5i V, = Votonmetrouve  oee de A vers B :

le fait gue le champ est dingé wars

les valewrs décraissantes de son

) B B _— . ¥ u
potentiel. Wan = L dW = de = — grad(mV)-dl =|-mV| =m(V, -V,

Chapitre 5 : analogie avec la gravitaiion




10, L'obtention de cette énergie
patentiglle est celle qui a ntroduit
I'énargie potentielle en mécansguee.
On note que cetbe énergie n'est
déifnie qu's partir de sa dérivisa,
dame quielle n'est ditfinie qu's wne
constante additvee prés.

11. On annule les constanies
additves de lNénergie petentille @1
du potential. La traduction
physique est que lorsque les deux
masses sont infinement laignéas,
le patentiel et |'énergie potentselle
s annulart. Cala est cohirent avec
Ianmulation de la force quiexerce
m, gur my, dene avec la disparitan
de Finteraction,

12 Lorsgue |la consfante additse
est prise nulle, 'énergie potentielln
de chacune des magses devient
nulle lorsque ces charges sont
infinimant &loignées. La force
EXETEEE PAF UME Maste Suf 'aulre
s'annula alors, ce qui ast
physsquement cohérant aves une
dnergie potentlle nulle.

S

S
|

La force de gravitation est conservative : son travail entre deux points A et
B ne dépend pas du chemin suivi. Elle dérive d'une énergie potentielle |
EF W + cte, ol cte est une constante et 'on écrit’ |

F force en newton (N} _
E, énergie potentielle en joule (J) .
m masse en kilogramme (kg) !
V porentiel en volt (V) '

- grad(mV + cte)

2. Energie potentielle d’interaction
de deux masses ponctuelles
Lorsque des masses se trouvent 3 proximité les unes des autres pour former
une distribution, chacune est plongée dans le champ de gravitaton des
autres. Lorsque certe distribution a été rassemblée, les forces de gravitation
exercées par les masses sur les autres masses ont travaille dans le rapproche-
ment de ces masses. On introduit donc le concept d'énergie potentielle gra-
vitationinelle a partr du ravail de la force de gravitation,

(3.2.1 - Energie d’une charge dans le champ de 'autre

Soit deux masses m, et m, s¢ trouvant en deux points M, et M, distants de
MM,=r..

= La charge m, est alors plongée dans le champ de gravitation G créé par
I'autre masse m,. Elle posséde donc I'énergie potentielle =mV,, o0V,
désigne le pﬂt&n[lE] du champ G Ce potentiel étant ::r-:c par une masse
ponctuelle, il s"écrit

—Km;

rl.!

Vo=

2
L'énergie potentielle de la masse m s’écrit alors :

E = - Koy m,
] iy :

+ La symeétrie de la formule par rapport aux indices 1 et 2 montre que "éner-
gie potentielle de la masse #r, plongée dans le champ de gravitation l‘frl créé
par la masse m, a la méme expression.

L'énergie potentielle E_ de chacune des deux masses i, plongées chacune
dans le champ de grasitation de ["autre est'” :

= E, = ﬁ.ﬂ.&+m

2~ En:rgie potentielle d’interaction de deux masses

Les deux masses m et m,, placées respectivement 4 leur position finale aux
points M et M, distants de M M, = r,, possedent chacune une energie
potentielle gravitatonnelle définie dans le paragraphe précédent, Pour donner
a cette énergie la signification d'une énergie potentielle d’interacrion, on
reprend la définition équivalente vu dans le cadre de 1’électrostatique.

Eryme
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L'essentiel

On résume 'équivalence mathématique entre la force de Coulomb et I'interac-
tion gravitationnelle par un tableau dans lequel on remplace les grandeurs élec-
riques des formules d'électrostatique par les grandeurs mécanigques pour obte-
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Methode n® 2

Comment déterminer I'expression d’un champ gravitationnel #

On cherche 'expression vectorielle du champ gravitatonnel créé en un point M guelconque par
une distribution de masses de densité a.

-+ Savoir faire
@ Effectuer des considéranions de symétrie et d'invariances pour connaitre la topographie du
champ de gravitation G. En déduire le choax d'un systéeme de coordonnées (meéthode n®1).

|
|
@ 5'il exaste une surface fermée passant par M telle que le flux du champ G est proportionnel a l
son module G, alors appliquer le théoreme de Gauss, Pour trouver une telle surface (fermée I
et dite « de Gauss »), chercher une surface sur laquelle G reste constant et la compléter éven- I
tuellement avec des surfaces a travers lesque]]ﬂ le flux de G est nul. §'il n’existe pas de telle |
surface fermée, alors poser 'intégrale qui propose le calcul » direct » du champ. [
|

|

|

I

I

I

I

€ Si la surface de Gauss a pu étre trouvée, alors appliquer le théoréme ; en déduire la valeur
de G, puis 'expression de G.

© 5i la surface de Gauss n’a pu &re trouvée, projeter alors intégrale qui propose .I: calcul
direct du champ G sur les directions dans lesquelles on sait que la projection de G est non
nulle. Faire le calcul de chacune des composantes (intégrales scalaires). En déeduire ["ex-
- pression de

_________ i, T s s i i il il

=+ Application 1
Déterminer "expression vectorielle du champ gravitationnel

créé en un point M gquelconque par une distribution surfa- a
cique de masses de densité o uniforme sur un plan infiniment / /
etendu.

Solution

ﬂ]..umér.hnden“]apamﬂsd:mumd=ﬁ[zjﬁ:,damun a7 M
systéme de coordonnées cartésiennes tel que le plan chargé est a

le plan (Oxy). | | 2
B8 G reste constant lorsque = reste constant. Une surface sur 2

laguelle = reste constant est une portion de plan paralléle au
plan (Oxy), un carré de cité a par exemple. n
On n'a pas encore défini de surface fermée. Au point M" de M .
cote — 2, le champ s"écrirt : i fi
G’[M:] :_d(m. .|'.-! ]

En effet, le plan chargé (Oxyv) est symeétrique par symétrie par rapport a lui-méme et M devient
M’. Or, comme le champ en M est orthogonal 4 (Oxv), et vu que les vecteurs orthogonaux au plan
de symérrie sont changés en leurs opposés par symétrie, on en dédunt que : GIM") = - G{M).

La projection du champ sur son axe (Oz) est une fonction impaire de z.
Donc sur deux portions de surface plane {(aux cotes ¢ et - 2, le module du champ reste constant.

On peurt créer une surface fermée en connectant ses deux portions par une surface cylindrigue a
base carrée de coteé a et de généra:.nlg:: pa.raJJcI: g (Oz) : la mormale i ﬂ:th‘: surface est alors dans
un plan l{ﬂ:;}-]l et le flux du champ G est nul a ravers certe surface {G # = 0 en tout point).

® Le flux de G n'est non nul qu'a travers les deux carrés de core a. 5i 'on écrit (_"';{M} Giz) u:.
alors GiM") = - G(.t.}u et le flux toral vaur :

¢ = 2G(z)a’,




car alors G- » = G(z). La masse intérieure est celle contenue dans un carré de cioté a ;
= ga’.
L'équivalence résumée dans L'essenriel m:hqut: de remplacer la constante — elemmumue par la
constante gravitationnelle - 4nk. &
Le théoreme de Gauss s'ecrit | — 4‘.|'I!Kmm, soit 200 z)a? = - 4nKaa’, [l vient ;
G(z) = - 2nKa et Gz > 0) = - 2nKo u, a{ziﬂ}=2‘.|ﬂ(ﬂ .

-q'- Lo choix do lo surface carrbde n'a sucuns importance et on aursit pu prendre & [a place une surface de forme
quelcongue, par exemple en forme de ceeur ou de pique et nommer 558 surfacae. En revanche, il est primor-
dial gue cette surface soit paraliéle su plan (Dxp

La courbe G = f{2z) montre bien la discontinuité du champ

lorsque = = (), c'est-a-dire sur le plan charge. Mais pour un

point M de ce plan, en plus des plans (Mxz) et (Myz), le troi- o
siéme plan (Mzxy) = (Oxy) est aussi plan de symérrie. 16=6 g
L;intersection de ces trois plans est le point M et il en découle LRAT

G = 0. C'est bien la valeur moyenne des deux lmites du
champ lorsque = s’annule. On ateint alors les limites du
modéle : le champ ne diverge par sur les masses, car la distri- 7
bution est volumique (méme =1 I'on n'en pergoit pas |'épais-

seur). Sa valeur passe donc de - 2nKa 4 2nKo sans diverger et ixka
de maniére continue lorsque "on traverse la distribution, mais

son épaisseur non mesurable ne laisse voir que la disconti-

nuité,

- Application 2

Soit un disque de centre O et de rayon R sur la surface duguel
sont disposées des masses de maniére uniforme avec la densiré

O constante ¢t positive. m M
\e/

¥

Déterminer le champ  gravitationnel G (direction, sens et
maodule) en tout point M de ["axe de révolution du disque.

Solution

© On appligue la méthode n® 1. Tout plan contenant
IPaxe de révolution du disque contient M et est plan de
symétrie de la distribution {on montre deux plans &, et
m,) : le champ gravitationnel en M est inclus dans leur
intersection, ¢'est-a-dire 'axe de révolurtion du disque.
On nomme (0z) cet axe, origine O étant le centre du
disque. A priori, on choisirait un systéme de coordon-
nées cylindrigues ou cartésiennes, mais la forme de la
disrribution nous ameéne i préférer les coordonnées
cylindriques.

De plus, la distribution est invariante par rotation autour de "axe : c’est donc bien les coordonnées
cylindriques qu'il faur choisir, (Oz) é1ant I'axe du disque autour duquel il v a invariance par rota-
tion (axe « de révolution ).

.
T
.
-_-_.___J:____l_ i
—
1 ]
wlk
;

iy
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i
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i
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1
i
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Le point M étant nécessairement sur ["axe, la seule variable est alors sa cote = et on écrit :

ik 3y

G(M) = G{z)u,.
@ On cherche une surface de Gauss. [l faut donc G constant. Or on ne connait la direction de G
que sur "axe (Oz). Pour un point M ne se trouvant pas sur "axe, il n'existe qu'un ?E“I plan de
symétrie : celui contenant M et "axe. On ne peut plus avoir la direction du champ (G- # ne sera
plus calculable).

™ e irinted material
Chapitre 5 ¢ Analoghe avec [a gravitation LORYrgnied maeral
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De plus, il n'y a qu'une seule invariance (par rotation) : G ne reste pas constant sur une surface
{qui est décrite par la variation de deux coordonnées). Donc le théoréme de Gauss ne donnera rien
et il ne reste gqu'a utiliser I'intégrale qui calcule directement le ':h.EE -

E=Jfresda= PES Kﬂds HPEE o E:"MPM="

& On sait que le champ résultant est suivant (Oz). On projette donc chaque champ élémentaire
SUF Cét axe pour avoir sa contribution au chin:l.p total.

?Mﬂ.
dGu =dG, = - Kods P

Or: PM u ={Pﬂ+DM:| n =g,

FM‘

Il reste a exprimer dS. Vu la forme de la distribution, les coor-
données cvlindriques (et méme polaires ici, car la surface reste
dans le plan (Oxy)) sont adaptées :

dS = dr x rdb.

Les paramétres d'intégration pour parcourir le disque sont r (entre 0 et R) et 8 (entre 0 et 2x).

o= fleego= [l g L vo 2%
G_=—Ku=_':{ L X "= xmf (rF + 27 x 2 d(r? + 27 x 21,

G_=—:I'I:KEE[— El:r=+.t*}"'1]:=m:r:1{ﬂz [-Jﬂh-hﬁ;] = . Koz |:_|%I,_ R:_l,:::l'
Gte>0) =~ 2meas [1 - bz [

Eucnjzhm[—l— ?h] .

Lorsque I'on trace la courbe G = G_ = fz), la discontinuiré en:rﬂ%ppnrﬂt.hu point O, le plan
{(Oxy) est un plan de symétrie supplémentaire et il vient Gz =0) =

G

[ ke

.

————

Irke ]

On retrouve la limite du modéle discutée dans le probléme n® 1. Le mieux est de ne pas chercher
@ calculer le champ G sur les surfaces portant une masse : le probléme de la modélisation dispa-
rait alors de lui-méme.

Copy risitaet
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eapace oi il est définid, en foncton de p, et R, puis
en fonction de s et B Conclure.

Niveau 3

Ex.5 Cavité sphérique dans une sphére

Soit une sphere de centre O et de raovon R changde

uniformément en volume avec la densité volumique

de masses p, Soir (xOx) un

axe diamétral de la sphére. La

sphere précédente posséde une q

cavité sphérique (pas de masses) e DZ__ M
&y

P

de rayon R et de centre O s
trouvant sur 'axe x'x 4 la dis-
tance 3 de O,

Montrer gue le champ gravitationnel est uniforme
dans le trou sphéngue. Dterminer son cxpression,

Ex.6 Symétrie sphérique
Une distmbution de masses est
i symetrie spherique de centre
0, Les masses o0t céparties
en volume aver une densite
pir), v désignant la distance au
point O, La densité p n'est non
nulle gu'entre r = R et r = 2R,
elle est nulle aillewrs er la masae worale de la disribu-
tion est . Le champ gmmumnnr] Cree par cette dis-
tribution vam {‘ = kicr — R} n.r dans "intervalle [R ;
2R], o1 & est le vecteur unitaire radial de la base des
coordonnées sphériques el k et @ deux constantes.

1) Donner le domaine de définition du champ G. L=
champ est-il continu partout ?

2) Déterminer G = || G|| pour r < R. En déduire 1a
valeur de .

3) Déterminer G = || G || pour r > 2R. Déduire la
valeur de k.

4 Appliquer le théoréme de Gauss pour un point M
de 'inceevalle [R ; 2R] pour obtenir une éguarion
donnant une primitive de la loi pir) en fonction de G,
5) En deduire la loi p(r). Venfier I'homogenéité de la

formule obrenue.

Ex.7 Energie gravitationnelle

Une sphire de cenrre O, de ravon R et de masse m est
uniformément chargée en volume avec une densite
volumigque de masse p. On se propose de déterminer
s énergie potentielle gravitationnelle. Pour cela, on
sc propose de la construire « couche aprés couche s,
c'est=d=clire en amenant successivemnent des masses
telles que son rayon passe successivement de la valeur
rar+dr

1) Soit une sphére de rayon K, de masse M et de den-
site volumigue de masse p unll'l:m:m: Donner "ex-
pression du c:hamp gnﬂtatlmnri{_r lorsgue r > B En
déduire 'expression de I'énergie potentizlle grovita-
tonnelle E_ d'une masse m” placée dans ce champ
gravitationnel.

2} Exprimer e¢n fonction de p, r et drla masse dm qui,
déposee sur la sphere de rayon r, fait augmenter son
ravon de dr,

3) Quel travail élémentaire AW a fourni "opérateur
pour déposer cette couche sur la sphére ?

4) En dedusre D'expression de 'énergie potentelle
gravitationnelle de la spheére en foncton de p et R,
puis en fonction de m et R

Indications

Ex. 1/

Apphquer o correspondance des constantes et la
meéthode n® 2 du chapiee 2,

Ex. 2

Penser au théoréme de "enenge cindtique ou meca-
nigue,

Ex. 3

=S¢ rappeler que la Terre tourne !

Ex. 4/

La muasse & calcule par sommation cononue, cest-
a=dire par intégration.

Ex. 5

Lz théoréme de superposition est possible mathe-
MATIGUEment.

Theoréme de Gauss et conditons de contimite.

Ex. 7
Llenergie potentielle est egale au travall guee  doot
fournir |'opémteur pour créer la distobution.
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Solutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

1) La distribution de charges étant volumique, le champ élecrrostatique est défini et continu en
tout point de I'espace.

2) Comme dans la méthode n® 2 du chapitre 2, en
tenant compte des conditions d'équivalence donndes
dans le cours, on effectue des considérations de symeé-
trie et d'invariance, La forme de la distribution incite
a choisir le systéme de coordonnées sphérgues, "ori-
gine O érant le centre de la sphére.

s NUmerries

Tout plan 1 contenant la dru:ltt I:GH:I est plan dr. 5'.':11|:tm: de la distribution. On a trace par
exemple les plans m, = (M ; r: . r:,a:l erm, = (M s " o ) + le champ gravitationnel G est inclus
dans leur |ntcr5::tl':|n, C l:'i‘t—ﬂ—d]l’: sur la droite [(OM). Dﬂnc G est dirigé, comme ﬂM selon le
vecteur unitaire rrJ des coordonnées sphériques (ce qui valide le choix du systéme de coordon-
nées).

Donc ;
G{M) = G(r,0,0) u.

» Irviriances

La distribution est invariante par rotation autour de "origine O, Deux rotations autour dun
point étant mises en évidence, le systéme de coordonnées sphériques est donc bien adapté. On
en déduit G = G{r).
Finalement, dans un systéme de coordonnées sphériques

G(M) = G(r) u.
Recherchons une surface de Gauss. G reste constant emmmm—
lorsque r est constant @ cela définir, en coordonnées ’ ’
sphériques, une sphére de rayon r. Sur certe sphere
(de surface £, G et la normale sont colinéaires et de
méme wens : le flux sera proporuonnel 4 G et simple
a exprimer. De plus, Ial_.r.urfslc-l: est fermée. Le flux du
champ gravitationnel G & travers I vaut ;

o=/ Gwas= || Gas=g| ds=as=cumr.

Ey
On note que G est la mesure du champ gravitationnel selon le sens de & . La force gravitation-
nelle étant artractive, (G < 0, mais ce signe n'apparait pas explicitement dans expression du flux.

Il reste & calculer la masse se trouvant a I'intérieur de la surface de Gauss. Deux cas se présen-
tent, selon que le point M se trouve a I'intéricur ou a Pextérieur de la distribution.

Dans le premier cas, les masses concernées ne sont qu'une partie de la masse totale de la dis-
tribution et la totalité du volume délimité par la surface de Gauss contient des masses :

m(r<R)= JrJrLPd"r’ = pHL_d"v’ = pV = p%:ﬂ:r‘.
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Dans le second cas, la totalite de la masse de la distribution se trouve & l'intérieur de la surface de

Gauss, laquelle n'est plus entiérement remplie. Il vient donc :
- UbRJ=p%mW.

On applique maintenant le théoréme de Gauss dans chacun des deux cas précédents :
0= Gadnr’ = - 4rnkon .
4
*Pourr<R:m (r<R) =|:1%J'tl-‘1 1= Gadnr? = - 4nkm =—4‘-'IKF%;

G(r<R) = 4:; =.
i
*Pourr>R:m (r>R)= p%j‘:ﬂ} i = Gdnr? = < 4nKm_ = - 4nK E‘l:R. :
_ — 4nKpR’ $ 161
Gir=R) = ayz Anck pk |
Gir <Ry = =500 / E\\a
/o
[} -\-\-\-\-\-\"—\—\_\_
X _ AnKpR® ; EE—N
Gir> R} = rera D R r

La courbe donne les variations de |G| en fonction de celles de r. On vérifie que le champ est
continu.

Pour avoir Mexpression de G en fonction de la masse s de la sphere, on utilise la relation m = p%nR’
et il vient ;  Kmr

R’L

L]
.

Gir<R) = W 3 Gir=R)=

f_l
3) On s'apergoit que lorsque r > R, tout se passe comme si le champ gravitationnel au poine M
était créé par la masse w ponctuelle et placée en O,

On peut done ramener expression du champ gravitationnel créé par une distribution de masses a
symétrie sphérigue a celle d'un champ créé par la masse totale de la distribution et placée au centre
de symeétric.

Exercice 2

1) La Terre étant supposée étre une sphére homogéne de masse m, on applique la méme méthode
qu'a I'exercice 1 et le résultat 'écrit :

B,

Gir) = =

ol » désigne la distance qui sépare le satellite (ponctuel) du centre O de la Terre.

) L'énergie potentielle de gravitation est donnée dans le cours ;
_ = KmM
E = ——— + .
.

Cette expression correspond a I'énergie potentielle d'interaction entre les deux masses poncruelles
m et M distantes de r. On peut utiliser cette expression icl, car au aiveau du satellite {poncruel},
tout ¢ passe comme si le champ gravitationnel terrestre était créé par la masse ponctuelle M pla-
cée en O, 11 s'agit done bien du modéle d'interaction de deux masses poncruelles,

La force de gravitation s'annule a I'infini (comme le champ gravitationnel) et 'on choisit donc
pour annuler I'énergie potentelle gravitationnelle a 1"infini.
De plus, I'égalité r = R + h aboutit & donner a 'énergie potentielle I'expression finale :

. _ = KmM
B Rh

—
£ad
[ %]

Exarcices




3) Lorsque le satellite quitte le sol, & = 0 et I'énergie potentielle s’écrit alors :

_ — EmM
Euﬂ - B
4) Entre I'état initial dans lequel le savellite quatte le sol et I"étar final de révolution autour de la
Terre i I"altitude A, seule la force de gravitation intervient et travaille. C'est une force conservative
a laquelle on associe |'énergie potentielle gravitationnelle précédente.
On peut écrire le théoréme de I'énergie cinétique (aussi théoréme de I'énergie mécanique) entre
les deux instants initial et final :

l 2 = L "l 3 - L_; l
zmﬁ-l'E'pﬂ EP+ZI:H"I:'1,EEI[2IW“ I{MM.{R R+ﬁ)+2mﬂ=,
et donc ;
2EMA
= === 4,
“IVRR+m Y
5L sion de v est donnée par :
L T ammen
T 1

AN, On trouve v = 6,88 km-s', et par suite v, = 7,5 km-s ',

Exercice 3

1) Le champ de gravitation terrestre en A s écrit

G_(A) = ::" u, ol u =

2) Le champ de gravitation lunaire en B s'écrit :

= - —K.I‘II —by e T 'B
G"EB}_—H’—R}I" u'yohu’ = oog
3) Le champ de gravitaton solare en O s'écrt ©
——
4 = Km by —iy O"C
GO = "0 u" .
5{ :I l:d"_ R:Ij GH,E

H AN |IG,wl =983ms2, IG, B =3,4-10* m-s2, [IGC) || = 0,006 m-52.

5) En un point de la surface de la Terre, on constate que la contribution du champ de gravitation
lunaire au champ total est infime, celle du champ de gravitation solaire étant quasiment négligeable
(momns de 0,1 % du champ terrestre).

La valeur mesurée de g érant différente de celle de “G"T[A} ||, le modéle proposé st erroné,

Les données numériques de l'exercice sont certes arrondies et le modéle spherique de la Terre est
gpproximatif, mais cela ne suffit pas 4 expliquer la différence : elle vient du fait que la mesure est
effectuée dans le référentiel terrestre non galiléen et que I'on doit alors tenir compte de 'accéléra-
ton d'entrainement.

Malgré la faible valeur des champs de gravitation lunaire et solaire, on observe le phénoméne des
marées lié au fait que les masses d'eau qui subissent ces champs de gravitation « tournants » dans
le référentie] terrestre sont énormes, de sorte que les forces de gravitation exercées par la Lune et
le Soleil doivent érre prises en compte.
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Exercices de niveau 2

Exercice 4

1) On calcule la masse m 3 partir de la densité volumigue. La distribution de masse posséde une
ptométrie « sphérique » : le sysréme de coordonnées le mieux adapté est donc le systéme de coor-
données sphériques (r, B, ¢).

Lorsqu'un point M décrit le volume V de la Terre, la distance au centre C (origine du repére des
coordonnées sphériques) varie de 0 i R, tandis que les angles 8 et & varient respectivement de 0 a
m et de 0 4 2. L'élément de volume dV -:nmiem la masse élémentaire :

dm = pdV = po{l dr 1 = reinBdd.

La masse m totale est alors la somme des masses élémentaires ¢

m = [[Jam = [[[od1 - 25 Jarx rdo x rsinedo.
L’intégrale triple se décompose en produit d'intégrales simples :

m=p, J“[rl —)dr o EquI:lE x zndqp pu[ r r ]: ® [ = cos8]} x [0]3F,

- SR

d'on :
- E_E‘:) =8 R
m—p"[3 5 x2x Ik JEP"HR'

2) Dans ce probléme & symétrie sphérigque, on montre, comme dans "exercice 1, qu’en tout point
M de I'espace :
GM) = G(r) «,

ou r= OM et G la mesure (négative) du champ de gravitation selon "axe radial orenté comme ﬁ:
La surface de Gauss, comme dans l'exercice 1, reste une
sphére centrée sur O et de ravon r = OM. Le flux de G B
a travers cette surface fermée a aussi été calculé : e

b = Gamr. '
Mais le calcul de la masse invérieure est différent car la
densité est ici non uniforme.
Il reste cependant deux cas @ considérer ;

a) r < R pour lequel la masse intérieure est celle conte-
nue dans la sphére « de Gauss »« et n'est pas la masse
totale :

m_(r<R) = m p(r)dV = puﬂf o1 - —}r”dr sinfdo do.

m_(r<R)=p, Lﬂ[{l R :|r’*dr ® E sinBdf = L dé = dmp, Lﬂ[rl - %:j]r’*dr",

i e

2m

"3
mﬂ{l' = R:l' = 4lp[| L 'ERIJ pl]'é{ 3 ER_;

-

-z;’(- Lorsqu'il v a das invanances salon les angles, la grandeur & mtégrer ne dapend que de r. On pautintégrar direc-
tement sur les angles. Le volume élémentaire est celui d'une couronne sphérigue comrises entre |@s rayons r
gkt r+ dr et daviant d¥ = 4xridr.
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b) r> R pour lequel la masse totale de la distribution se trouve a 'intérieur de la sphére de Gauss ;
I"integrale est la méme, seule la borme d'intégration change car on intégre entre 0 et B au liseu de
la faire enwre 0 et r. On a alors :

' e R 1 R: &np, R’
. - — — -4 N— _ = .
Ml > R) 4“""[ 3 SR L PR (3 51:1] 15
On applique maintenant le théoréme de Gauss dans chacun des cas :
&= Gdnr?! = - dakm_

sr<R:m_{r<R) =4npur’{%—%];

¢ = Gidur? = — dnkm = - 4nK x 4npt,r"{l =

3 5R2

560 < R) = - 4nKpr(5 - 5';;)-

*P}H:MNI{P?R)=M'

]

15
E ] _ k]
8 = Gdnr® = — 4nKom,, = -41:1{:.:5—“&555&3 R) =%@£ .
)
r 1 rt v &
Gir<R) = - 41:31,:,;(; - 51?3] M ||
\ - : . '::'T'-|1 i -
Gir > Ry = —BRKPR o T |
1502 °
La courbe donne les variations de |G| en fonction
de celles de r. On vérifie que le champ est continu, .
L]
Avee la relanion m = EIE;i , O trouve :
' _—Kmri5 3r + _—Km .
GI[:"-'.R}—T{E—E) X et G{F}R:I- o b .

On retrouve le fair gque le champ de gravitation créé a PPextéricur de la distribution est le méme que
celui créé par la masse totale de la distriburtion placée au point O,

Exercices de niveau 3

Exercice 5

Soit un point M de la cavitd, Seul le plan contenant M et Maxe (Ox) est plan de symértrie pour la
distribution, ¢t on ne constate qu'une seule invariance par rotation autour de 'axe (Ox) : le théo-
réme de Gauss ne donnera rien car les symétries ne sont pas suffisamment puissantes pour pou-
voir connaitre la direction du champ en tout point.

Le calcul direct est une intégrale triple et la cavite impose des conditions délirantes sur les bornes
d'intégration... le calcul direct est impossible a faire « 4 la main »,

En revanche, on sait calculer facilement le champ gravitationnel créé par une sphére uniformément
chargée en volume (se reporter 4 "exercice 1), Il faut donc se ramener & une sphére uniformément
pleine.

La solution consiste & remplacer la cavité par la superposition de deux sphéres pleines de densités
volumiques de masses opposées + p et - p.

Bien que I'argument soit physiquement chogquane (la masse négative n'existe pas [, il est mathé-
matiquement justifié. En effet, le champ de gravitation obéit, comme le champ électrostatique, au
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principe de superposition. On peut donc avancer "argument mathématique que la superposition
de deux champs gravitatonnels (opposés) créés par deux masses opposées & MOUVANTD U meéme
endroit est celui (nul) créé par la masse « résultante » nulle.

La distribution devient alors la superposition de deux sphéres pleines uniformément chargées en
volume, la premiére de ravon R, de centre O et chargée avec la densité p, la seconde de centre O,
de rayon R/6 et chargée avec la densité - p.

Le champ gravitatonnel créd par cette superposition est la somme des champs gravitationnels
crées par chacune des sphéres.

Rappelons les résultats de 1"exercice 1, ou I'on a calculé le champ gravitationnel créé par une sphére
de rayon R et de centre O pleine avec la densite volumigue p :

- — _ = * ¥ ¥ —_ *
Gir<R) = T{F”' i = T{" OM (car OM = rii) et G(r> R) = —o ;= —Kom
r F
On applique maintenant ce résultar & un point M quelconque de la cavité, Ce point est intérieur i
chacune des deux sphéres chargées et le champ est la somme des deux expressions correspon-

dantes :

Gy =~ off + —HKCL) gy = 22 5o = 2R ;

DM

Ce champ est bien uniforme car il ne dépend pas de la position de M.

Exercice 6

1) Les masses sont volumiques : le champ gravitationnel est défini et continu partout.

2) Le champ gravitationnel G est dirigé selon u: dans I'intervalle [R ; 2R], la densité volumique de
masse ne dépend que de r: I:uut plan passant par M et O est plan de symétrie pour la distribution
et le champ est dirigé zelon n ent tout point M. De plus on constate deux invariances par rotation
autour de O, donc en n:mrdnnnm sphériques : G[Mj = G[r}n en tout point M.,

Appliquons dong le théeoréeme de Gauss en prenant comme surface de Gauss fermée une sphére
centrée sur O et passant par M (donc de rayon r = OM). Cette démarche a déja été faite a 1'iden-
tique dans 'exercice 1 et on en reporte le résultar ;

& = Gdmr?,
Lorsque M est tel que r < R, la sphére de Gauss ne contient aucune masse car p(r<R) = 0.
Donc m, et le théoréme de Gauss donne ¢ = Gidar® = - 4nKm_ = 0, donc dl[r <R)=
Le champ est nul dans la cavite 0 <r< R :t'.'autG=Jz|:1:[r— Rju: pour R < r< 2R,
Il est continu en r = R car les masses sont volumiques, et les deux champs sont égaux :
ﬁtr= R) = 0= kloR - Rw , soit = 1.
3) Lorsque M est a l'exténieur de la distribution (r > 2R), appliquons encore le théoreme de Gauss.

La surface reste la méme, done le flux du champ est inchangé. IDVautre part, la masse intérieure est
la masse otale s et le théoréme de Gauss s"écrit donc simplement :

+

.

¢ = Ganr? = - 4nKm, soit G{r > R) = =

D plus, la continuité du champ G pour r = 2B impligue "egalité des deux expressions

G=hk(r-R)& pour R<r< 2R et G(r>R) = —% i lorsque r > 2R, soit :

- Km & _ Em
..iR: u = k(2R - R}H -kRn dl}uk—_‘ﬁ.71

G(r=2R) =

137
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4) On applique maintenant le théoréme de Gauss pour un point M de la distribution R < r < 2R,
Le flux reste le méme mais la charge intéricure n'est pas évidente 4 exprimer car on ne connait pas
la loi pir) :

o=Ganrt et m, = ||| POV = 1] P drsinddodo = f p(FIPidr’x Lﬂsmﬂdﬁx " b

2 n

m_ = ‘[:L_D piraneidr’.

drridr’ est le volume élémentaire dV intégré sur les angles. 11 représente physiquement le volume
de la couronne sphérique comprise entre les deux sphéres de ravons #” et v + dr’. Dans cette cou-
ronne, la densité volumique p reste constante,

Le théoréme de Gauss appliqué au point M de la distribution donne :

“= [ pryanridr,
=il

0 = Gdnr® = - 4nKom,, = - 4nK| _ p(r)4nridr’, soit -
=i

ol le second membre représente mam.'-_maliquﬂnﬂu une primitive de la loi r*p(r) exprimée en
fonction de G(R < r < 2R) = k(or - R)il = — (p_ Ryl :

-ER’
(r—R) = Ju p(r)ridr.

#iG(r) = J-;n p(rir*dr’ devient

ﬂ'l
—4nK 16nR?

5) On souhaite obtenir I"expression de la loi p{r) dont on ne connait qu'une primitive. Dérivons
donc cette expression :

arlloperrar) =ro0 = S50 0o ®) = 7 Gl -Re0)
" lén Ri @t~ 3R
0= o (>~ )

Le facteur dans la parenthése étant sans dimension, le rapport est bien une masse divisée

m
l16mR*
par un volume, soit des kilogrammes par métre cube, c’est-a-dire une densité volumique de masses.

Exercice 7

1) Comme dans ’exercice 1, le champ gravitationnel créé par une sphére de masse M, de rayon R
et de masse volumigue uniforme p en un point extéricur a cette spheére est :

-KM .
iy

F

Gir>R) =
le syvsréme de coordonnées sphériques ayvant été choisi pour les raisons de symétrie et d'invariance
rappelées dans I"exercice 1.

Tout se passe comme si ce champ était créé par la masse M poncruelle placée en O, centre de la
sphére. Ainsi, le dispositif constitué par la masse m’ placée dans ce champ est éguivalent au dispo-
sitif constitué par les deux masses ponctuclles M et m’.
On peut alors définir une énergie potentielle gravitationnelle d'interaction entre ces dewx
masses, equivalente a celle de la masse s’ plongée dans le champ écrit plus haut :

B, = —F2M,

en prenant la constante additve nulle et ou r est la distance entre les deux masses poncruelles.
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2) Le ravon de la sphére passe de ra r + dr et 'sugmentation du volume correspond au volume
d'une couronne sphérigue d'épaisseur dr:

dV = 4mridr.
La masse correspondante est done dm = pdV = 4npridr.

3) L'opérateur a approché la masse dm depuis une position infiniment éloignde, ou 53 vitesse &oant
nulle, jusqu’a la position finale sur la périphérie de Ja sphére, ol sa vitesse est devenue nulle,

Ce faisant, Vopérateur a lutté contre la force gravitatonnelle. On peut aussi dire gue les seules
forces en présence sont la force exercée par 'opérateur et la force gravitationnelle conservative. En
eorivant le théoreme de 'énergie potentielle entre les positions initiale et finale pour la masse dm,
i0m a

(E,+E)-(E, +E)=W_,
o le second membre est le travail fourni par 'opérateur, puisque le travail de la force gravitation-
nelle se trouve imphcitement dans expression de 'éenergie potentielle associée,
Les énergies cinétiques sont nulies, les énergies potentielles prennent expression écrite dans la
question 1, en remplagant la masse s par élément de masse dm. L'énergie potentielle initiale est
nulle. La masse étant ¢lémentaire, le travail de 'operateur I'est aussi et le théoréme devient ;

o 4 —EmM K'i”*'“ (04 0) = dW,,
i)
sOit, avec M = HEL ct de = pdV = dnprdr:
— Lom*Kp*ridr

— kdmM _ —K Ao Al
. =%y ® dmpridr = y .

d"'l'-'-""p
4) L'énergie potenticlle gravitationnelle totale de la sphére est la somme des travaux que 'opéra-
teur & dd fournir pour construire peu & peu cette sphére, cest-d-dire pour faire croitre son ravon
de la valeur O @ la valeur K. Cere somme 8'écrit mathématiquement :

B = fd"l.'li-’ _® Lo Epiridr _ -~ 16m°Kp? | r* |k _ - 16m'Kp°R?
P L w il j =' 5 B 15

Cerme énergie potenticlle est négative, ce qui est conforme au fait que la force exercée par ['opéra-
teur a dua étre opposée a la force gravitationnelle, et le travad de la force gravitationnelle est posi-

]

uf lors du rapprochement de deux masses. Le travail de "opérateur a donc £1é résistant, ¢'est-i-
dire negatif,
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CHAPITRE

Le champ
magnétique

Introduction

La force de Lorentz met en évidence 'existence du champ magnétuque. On étudicra les
champs magnétiques crécs par les courants €électriques indépendants du temps : on peut
aussi parler de champ magnétostatique, vu gu’'aucune variation n’a lieu dans le temps.
Dans 1'air, ici assimilé au vide, on donne 'expression du champ magnétique créé par une
distribution de courants a partir de la lo de Biot et Savart : ¢’est la démarche historique,
Le programme la restreint aux courants filiformes : ¢’est le caleul « direct » du champ.

Les propriétés de symétrie et d'invariance sont étudiées pour savoir déterminer la carte
des lignes de champ, et lorsque les considératons de symetrie et d'invariance sont suffi-
santes, le theoréme d'Ampére permet d'obtenir sans calcul de primitive 'expression du
champ magnétique, contrairement au calcul « direct ».

e — e
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1. Hendirik Amboon Lorantz
(1853-1928), Hollandais, a effeciuwd
des frewaux sur la lumisre et les
particulis de grande viesse qui
ont &té fondamentaus pour la
compréhanson des phénomaneas
relativistes tels qua la dilatation
des durées g1 la comMraction des
langueurs. || & lsisse une formule
concernant ces phinomines qui
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Fig. 1 - Charge positve.

L On werra en détall dans (e
chapitre 7 que le cowrant
alactrigue est constitud de
charges en mowvemen et, dans ce
chapitré, qua la matsbre aimantes
paut &tre cormectemant modé&lisae
par des boucles de courant.

- -u
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Fig. 2 - Distribution linéigue e
champ magnétigue.

1 Jean-Bapiigte Biot (1774-1862),
frangacs, ast considind commae un
des physiciens les plus féconds de
2o dpoque. Ses travais guf leg
cristaux ont atd décisits dans la
découverta de la polanisation de la
lumidre {1808-1815]. En obseream
e comportemant d'une aiguille
aimantée, il 8 découvert avac

Fitlix Savart ks loi donmant le champ
magnétigue produit par un courant
élecirigue, loi gui prendra leur nom.

4. Félia Savam (1791-1841),
Frangais, 585t inéress@ surtout i
Facoustigue du viclon 81 a inventd
une forme trapézoidale de violon
gim A'sUra pas b taveur des
musziciens. || est ba co-imventaur
avet J.-B. Biot de la loi du
magnatisme qui porte leer nom.

5 Aw programme de premibog
annién i ligurent gue les courants
Enésquas, o'est-a-dire les courants
filiformes (| &passsaur du fil g5
niésgligtel.

A. Mise en evidence et definition
du champ magnétique

Soit une charge g, immobile en un point M, et ne subissant aucune force
autre que son poids ; si elle passe au point M avec la vitesse vet y subit une
force f, alors on peut dire qu'il existe au point M le champ magnétique B qui
satisfair la relation :

j"'= qu A B.
Cette force (fg. 1) est la force de Lorentz', a partir de laguelle I"existence
physique du champ magnétique est prouvée.

Soit une particule chargee ¢ passant par un point M, ou elle subit la force
f de Lorentz, alors le champ magnetique B au point M se définit a4 partir
de la force de Lorentz par :

f'furm: en newton (M)

g charge en coulomb (C)

v vitesse (m 5"

B champ magnétigue en tesla (T)

f: qu A B

L’'unité 81 du champ magnétique est le tesla (symbole T), exprimé en
M _ _kg'm-s7 = kg A5t

Cxm-s' A-sxm-s'
Les charges électriques en mouvement sont liées 4 la notion de champ

| magnétique, et ce sont d'ailleurs les courants électriques et la matiére aiman-

tée qui sont sources de champ magnétique’.

B. Loi de Biot et Savart

La loi de Biot' et Savart' permet d'effectuer un calcul direct par intégration
du champ magnétique créé par une diseribution quelcongque de courants®.
Un courant filiforme d'intensité 1 suit une ligne nommée I' (fg.2). On
oriente la hgne I dm:s le sens de 'intensité T gui la parcourt et chague élé-
ment de longueur df de I, centré sur un point P quelcongue et orienté dans
le sens de I, crée en un point M de 'espace un champ magnétique élémen-
taire dB tel que : —, - _,
ap = Mol dIAPM _ uT dinr
in PM? in
u L — v T '
Dans cette expression, r = PM et y est la permeéabilité du vide. Sa valeur est
B, = 4m- 107 51 et son unité est donnée notamment par celle de la formule
_ dBx ¢ T = m’
Fo= Tl xr Axmxm

Le champ n?g;néﬁ-;;ut total ﬁ est la somme des champs magnétiques élé-
mentaires dB créés par tous les éléments de longueur de la ligne I':

pol A PM _ ol
rer 4m PM? 4

s C'est-a-dire mesurée en

d-'_:-'-. r

B=[dH=

2=

Chapitre & ; La champ magétaue



6. La loi da Biot et Savart fait en
affet état d'une Acriture
fractannaire dont la primitive o5t
difinse et continue an tout point tel
i | di ety man leur Pesbe Aon mul.

"
e

Fig. 3 - Elgment dr centrd en P

_
Loi de Biot et Savart
lxthunrpmagnéﬁqueﬁctéémunpuimhlpuunmummﬁlifarmed’in-
tensité I circulant le long d'une ligne I est la somme des champs magné-
tiques élémentaires dB crécs par chaque élément de longueur di de T et
centre sur P :

g = jdn J‘ ol dl'A PM _ H-lJ dlnr E d.t_:n.i',

rer 48 PM? PeT e = o

ou 4=

P'M

Cr:rtc loi d{m permettre de calculer le champ magnétique cree par toute dis-
tribution de courants en n'importe quel point, mais en pratique, les inté-
grales a calculer sont souvent extrémement compliquées et la loi de Biot et
Savart n'est utilisée gqu'en dernier recours.

C. Existence et continuité du champ

On étudie d présent le domaine de définition et de continuiré du champ
magnénque : le champ existe-t-il en vout point M de "espace et lorsqu’il
existe, est-il continu en ce point ?

Lorsgu’il n'y a aucun courant en M, chacune des composantes du champ est
une fonction des coordonnées de M définie et continue parrout”.

En revanche, cela n'’est pas évident en un point M de la ligne T, 11 ¥ a alors
un point P de la distribution pour lequel la distance PM est nulle et une
ctude mathématigue s impose.

On essaiera de discerner les arguments « purement mathématiques = de
continuité et définition, des arguments « physiques « d'existence réelle du
caractére filiforme de la distribution étudiée.

Considérons un point M de la distmbuton (fig. 3). 11 faut alors considérer le
champ créé en M par 1'élément de courant qui §'y trouve, puisque les éle-
ments de courant qui ne se trouvent pas en M ne posent aucun probléme
pour la définition du champ.

Le point M se trouve 4 la distance r de I'élement de longueur df centré sur le
point P tel que PM =r La distance df varie comme la distance dr ; ainsi le
champ élémentaire dB créé en M par 'élément de courant se trouvant en P

. dr . .. .
| warie comme p Pour avoir le champ créé en M par le courant qui 8™y trouve,

on fait tendre r vers zéro en gardant df constant, ce qui revient physiquement
a amener M en P,

(i voit alors que le champ devient infini lorsque r s’annule :

frropicis

Le champ magnétique n'est donc pas défini (donc ni continu) aux points |
| o0 se trouve un courant filiforme, J

Ici aussi, la notion de courant filiforme n'a de sens que si o "épaisseur « de la
ligne est trés petite devant 1'échelle de grandeur de 'observateur.

Eomirs




ETTIETTIND Le long d'un fil rectiligne

Calculer, par intégration, le champ magnétique B créé en un point M quelcongue de I'espace par
un fil rectiligne infiniment long et défini par 'axe (Oz).

Solution

On choisit” le systéme de coordonnées cylindriques d’axe (Oz). On 3’

definit l'origine O de 1"axe par le projeté orthogonal de M sur cet p \
axe di ¥ a0

Le champ magnétique n'est pas défini au niveau des courants, c'est-
d-dire sur I'axe (Oz), mais il est défini ¢t continu partout ailleurs : on
peut donc le calculer en tout point M n’étant pas sur (Oz). Of -
Un point P de la distribution est centre d'un élément de longueur 41 1B
dl = d= de I'axe. Le champ élémentaire dB créé par I"élément de cou-
rant Id! se trouvant en P g’écrit :
— —k . -
dﬁ=ﬁ‘ld'i“FM=Eﬂ‘l dzu, » PM
4 PM? 4t PM*
Le champ total est la somme vectorielle des champs élémentaires créés par rous les points P de
I'axe. Dans la base cylindrique, on a :
Pf':'-i = F'l'_!l- + 'Dhl'-i = FE:—.E’I_I':, avec PM = Vel + 22
Le champ élémentaire vaut donc ;

. 0 roy dz .
a8 = it (88 - s v

Le champ magnétique n'a donc qu'une composante, Le champ total est :

_ Irds
B, = L_. 4ﬂ$r3 4z’
le vecteur l._i': de la base cylindrique restant inchangé lorsque le point P décrit I'axe (Oz), vu que
M est fixe.

Calculer une intégrale avec des bornes infinies (intégrale indéfinie) étant difficile, on change donc
de variable en prenant I'angle o tel que’ ;

Z

tang = =,
r
On a alors :
ditanc) = (1 + ran’o)do = do = E, car rreste inchangé.
COS0 ¥
Lorsque 2 — — o=, alors o — —%,l:tlnnqu: z—++ oo, 0na0—> +§.
La composante du champ peut maintenant étre calculée, en substituant z = rtand, dz = EL:?E.

Vi + = $ dans l'intégrale :

B, = - rr ) rdo =%J:mmdﬂ=%[ﬁﬂﬂ : =_EJ1

5 .
= 411:( COSNE w3 2mr
COsE

L'expression finale du champ magnétique en M est :
B=d o
B Imr

Lhapitre & Le champ magneaiicguoe




1. Phiysiguement, la portion
rectilbgne de fil & wne longueur rés
grande devant la distance r du
paint M & ce fil, de soprie que vue
de M, catle portion parait
infinimant longuo.

B Lapplicatan 2 revient sur e
choix de cw systéme de
coordonnées pour ce despositif.
4. Le sans positif de o est choes
piour quse le len entre o et 2 soit
celui ndiqua,

1. On dit eenventionnallement que
Forientation de Naspace ast
directe lorsgue |es frois vecteurs
qui constituent sa base ont le sens
des trois doigts de la main drodte
iy 4.2} le produit vectoriel des
deux premiers a5t égal au
troizidme. Une orientation indirecta
correspond aux trais doigls de la
main gaucha |fig 4 bl

a, rrain driibe

b masn ganicha

Fig. 4 - o : triddre direct ; b : -
édre indirect.

11, Par example, la symétne par
rapport au plan ﬂ:rr_lu-w: les dux
pramiers vecteurs o, et o de la
base inchangés, akrs que le
troisiéme u, change de sens,

12 Sur l'exemple schématisé, il

s agit die doux boucles de courant
symBtrigues.

D. Topographie du champ magnétique

Certaines considérations de symérrie et d'invariance pourraient nous per-
mettre de connaitre a priors la direction et le sens du vecteur champ magneé-
tique crée par une distribution de courants, et les variables dont dépend sa
valeur.

12.1. Pseudo vecteur

La relation qui a servi a definir le vecteur champ magnétique (la force de
Lorentz), comme toutes les relations vectorielles ot le champ magnétique
intervient (loi de Biot et Savart par exemple], contient un produit vectoriel.

Considérons par exemple la force de Lorentz f= gt_fn B' Les vecreurs force
et vitesse sont des vrais vecteurs : leur sens ne change pas si on change
I'orientation de I'espace’. Comme le sens d'un produit vectoriel dépend de
I"orientation de 'espace choisie, le sens du vecteur champ magnétique en
dépend.

On peut donc considérer que le vecteur champ magnétique n’est en fait qu'un
érre mathematique inventé de routes piéces pour justifier des effets physiques
observes © son sens phyvsique nen est que d autant plus discutable...

Physiquement, le vecteur champ magnétique n'existe pas, puisque son sens
dépend de conventions purement mathématiques, a savoir 'orientation de
I"espace (qui n'a pas d'existence physique). Il devient précisément défini
lorsque I'on a conventionnellement choisi 'orientation de 'espace : toute
basc orthonormée sera désormais directe, c’est-a-dire telle que ses trois vec-
teurs onl des sens conformes aux rois doigts de la main droite,

D.2. Considérations de symétrie

Une symétrie plane est une isométrie négative, car elle change 1'orientation
de l'espace. En effet, une base directe devient, aprés que 1'on a transforme
se% trois vecteurs par symétrie plane, une base indirecte!!.

[3.2.1 - Plans de symeétrie

Considérons un point M auquel on cherche la direction du champ magné-
tique créé par une distribution de courants (fig, 5)'-.

Supposons qu'il exisre un plan m contenant M et laissant la distribution de
courants inchangée par symeétrie par rapport a ce plan. Le point M, inchangé,
« voiut » la méme distrbutions de courants quavant la symétrie, mans 'oren-
tation de I'espace a changé : le champ magnétique au point M change alors
de sens dans cette symetrie. Les deux vecteurs champ magnétique avant et
aprés la symétrie doivent donc étre symétriques et de sens opposés : ils sont
orthogonaux au plan m, car seuls les vecteurs orthogonaux au plan de symé-
trie sont changés en leurs opposés par symétrie par rapport & ce plan.

Fig. 5 - m et un plan de gymétrie.




130 1| saiffit done de trowves un geul
plan de symétrie pous leg courants
at passant par M pour connaitre la
direction du champ magnétigue en
M,

14, Oin paut aussi dire quiils ont
changé de signe.

15, Ne pas oublier qua ke point M
odl 'an charche le champ doit faira
partie des plans d'antisyméina.

La direction du champ magnétique en M est celle de la droite orthogo-
nale & un plan © de symérrie pour la distribution de courants et passant
par M'

51 le point M ne fait pas partie du plan de symétrie 7 rouvé, alors aucune
information sur la direction du champ ne peurt étre trouvée, En effet, la seule
conclusion est que le champ au symétrique de M est le vecteur opposeé du
vecteur symétrique du champ existant en M. Une argumentation de ce type
permet de trouver la parité du champ magnértique, une fois que l'on en
connait la direction.

.2.2 - Plans d’antisymétrie
Considérons un point M. On cherche la direction du champ magnétique créé
par une distribution de courants en ce point.

Supposons qu'il existe un plan n° contenant M et transformant la distribu-
ton de courants en une distribution exactement opposée par symetrie par
rapport 4 ce plan. Le point M, inchangé, « voit » la méme distribution de cou-
rants que celle existant avant la symétrie, 4 cela prés que les courants vont en
sens contraire'? : le champ magnétique au point M doit changer de signe de
ce fait, mais doit encore changer de signe a cause de 'orientation de I'espace
qui a changé dans la symétrie. Au final, ce double changement de signe
montre que le champ magnétigue reste inchangé : il est done inclus dans le
plan n” d*antisymétrie'® (fig. 6).

o i
.......................... - .Fp'_.._u-.u..::_.!,u..._u-u.-u.-u..u.....u..u..u-u_u_u.u_u....
P Ml e
.\,_."-- ........... 1,in..:-............;._.::'. ............ .: ..-\.:..-...-..... .............._;;_7.r:'.'.l.I ................
|"--I. 3 'I.-.
e # - ""'f
e A P et

Fig. 6 - = et n° sont des plans d'antisymétria,

Le vecteur champ magnérique en M est inclus dans tout plan & d’antisy-
miétrie pour la distribution de courants et passant par M.

51 on a pu trouver un deuxiéme plan d’antisymétrie, le champ magnétique
est inclus dans chacun de ces plans, donc dans leur intersection qui st une
droite (fig. 6).

La direction du champ magnétique en un point M est celle de la droite
intersection d'au moins deux plans d'antisymétrie pour la distribution de
courants et passant par M.

H Chapitre & : Le champ magnétique



Fig. 7 - Distribution knésque.

1& Comme il n'est pas nécessaing
de connaitre la direction du champ
pour fasre cefte conclugion, ciast
donc le module B du champ qui ne
dépend pas de .

17. Le mouvement &éant relatd, on
peut augsi dire que s rotation de
M {a distribution fixe| n'a aucune
influence gur la distribution de
courants gu'il » wait ». Done ke
module B du champ en M ne peut
dépendre de 'angks gui définit
ceile rataban,

'y
Fig. 8 - Flinfiniment lang.

18 On peut aussi dire gue la
translation de B {a distributson
fixel n'a sucuns influence sur la
distributian de courants « qul
woit 8, Donc ke module du champ
gr M na paut dépendre de ks
coordonnée qui défmit ceme
translation

14 Cette conclusion peut =a faire
mEme §i an ne cannail pas L
direction du champ en M, Done,
c'est son module qui g5t
indépendant de £

0. C'est un modéde qui traduit
phiysiguemant le fait gue la
distance du point M aus courants
est suffisamment petie devant la
dimansion da la distribution, Pour
un chaereataur placé en M, la
distribution parait d'extension
mnfinig,

2. Un exemple est donmé dans
Fapplication 2 qui suit,

1.3, Considérations d’invariance

12.3.1 - Rotations autour d'un axe

Sl existe un axe autour duguel une rotation d'angle 8 laisse invariante la dis-
tribution de courants (le point M n'étant pas nécessairement invariant dans
cette rotation), alors la valeur B du champ magnétgue en M ne dépend pas
de Fangle 8 correspondant & cetre rotation (ou de la coordonnée d'espace
correspondant 4 cet angle).

Sur la fig. 7, la distribution est un il rectiligne infini et celui-cl reste invarant
par route rotation d'angle 8 aurour de son axe de révolution (Jui-méme).
Dwonc le champ'" au point M ne dépend pas de 6.

En effet, un point M fixe « voit ¢ alors le méme fl, alors que celui-a a effec-
[ué une rotaten’ .

1.3.2 = Translations selon une direction

&'l exisre une direction pour laquelle toute rranslation laisse invariante la dis-
tribution de courants (le peint M n'étant pas nécessairement invariant dans
cette translation’, alors la valeur du champ en M ne depend pas de la variable
d’espace qui définir la direction de cette cranslation.

En effer, un point M fixe « voit + alors la méme distribution, alors que celle-
ci 2 effectud une translation’™.

Sur la fig. 5, on suppose que la distribution de courants est un fil » infiniment
long « dans la direction de (z7z). Une rranslation dans cette direction la laisse
donc invariante.

Done le champ en M ne dépend pas de 2'°.

Llinvariance par translation me peur exister que & la distribution de courants
est illimitée dans la direction de la translation™. Lorsqu’il n'v a pas de cou-
rants « & ["infini », il ne peut ¥ avolr aucune invariance par translation.

[Propridté 5|

a1 une distribution de courants reste Invarante par uné translation ou par
une rotation, alors la valeur B du champ magnétique en: tout point M ne
dépend pas de la coordonnée correspondant & cette translation ou rotation.

1).4. Sens du vecteur champ magnétique

Aprés avolr déterming la direction du champ magnétigque, ot apres avorr fan
les considerations de symérrie, on doit pouvoir, sans peine, déterminer le
sens de ce champ B en un point M quelcongue.

O utilise powr cela la régle dite s du tire-bouchon ». Celui-ci relie un sens de
rotation et un sens de translation, En associant une des deux operations au
courant (rotation ou translation), "autre opération (translation ou rotation)
donne le sens du champ magnétique (fig. 9).

Si le courant suit une boucle fermée, alors on associe la rotation du tire-bou-
chon au sens du courant : il se mranslate alors dans un sens qui est celui de B.
Si le courant part & I'infini, alors on lui associe la translation du tire-bou-
chon : il tourne alors dans un sens qui donne celui’' de B.

On peut aussi utiliser la régle dite » du bonhomme d’Ampére » ou = de la
main droite «. On aligne le bonhomme d"Ampére (ou la main droite) sur le
courant, celul i entre par les pieds (ou par le poignet) et sort par la tére (le
bout des doigts de la main droite). Lorsgue le bonhomme (ou la paume de

CEurs
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22, En effet, ke plan de symetrie ast
facilement identifié, si l'on prend
l'axe du fil comme axe {07
x,=IM; &, i ]. Le systéme des
caordonnies cylindriques est danc
bsan adapté & ca dispasitd,

23, Une seule invariance par
rotetion autour d'un Bxe pousse

& cholsir ce systdme de
coordonnaes, dans laquel le seul
anghe est défini par la rotation
autaus d'un axe,

24, Oin effectue da manidre
totalement indépendane chacun
des deux types da considérations,
Les invariances permettent de
choizir les variables dont dépand
le module du champ B sans en
cannaitre Iy dirgction ;|

las symétries parmattent

de déterminer la diraction

du champ 5ans connaitra

las wariations de son madule.

5, |1 faut bean faire attention a ce
que b bonhomeme d' Ampéra
regarde le point M ol Fon cherche
Ie sans du champ B, ouque la
paums de la main droie « regarde »
£ paint.

Z6. EHas pauvent ftre déferminges
analytiqguement &n exprimant par
ba calcul la proprigté gui les dafinit,
mads une 1elle dtude &gt hors du
programme.

I7_ Il est alars nbcassairement
conting.

M. Le lux du champ dlectrastatigus
sert & metire &n Euvre

e thisaréme do Gauss,

249, Pouwr plus de détads, voir

le chapitre 2, paragrapha 0.1,

Fig. 14 - Surface fermbe,

E. Lignes de champ

On peut tracer les lignes™” de champ magnétique dans tout 'espace on le
champ reste défini™.

Les lignes de champ sont telles qu'en chacun de leurs points M, le champ
magnétique B leur est tangent.

Le long d'une ligne de champ, la valeur B du champ peut varier. Le tracé
d'une carte de lignes de champ ne permet donc que d'en connaitre en un
coup d’eel la direction en tout point. On oriente chaque lipne de champ par
une fléche donnant le sens du champ sur la ligne.

Pour donner un exemple du tracé des lignes de champ, on reprend 1'exemple
développe dans les applications 1 et 2 de ce chapitre. [l s'agit du fil rectiligne
infiniment long et parcouru par un courant d'intensite 1.

On a ﬁ{M} = B{rj:.-:, : le champ est orthoradial et les lignes de champ sont
donc des cercles centrés sur le fil (fiz. 15), On remargque que le long d'une
ligne de champ, la valeur de r reste fixée : la valeur B du champ magnétique
est constante le long de la ligne de champ.

d

IJ

o
I
|
-

]

Fim. 13 - & : Lignes d'un champ magnétique arhosadial, b : Yo de dessus.

F. Flux du champ magnetique

Le flux a été defini dans le chapitre 2 dans I'¢tude du champ électrosta-
tque".

e
On rappelle que le flux ¢ du champ magnétgue B 3 travers une surface S est

la somme de tous les flux éléementaires dd & travers tous les éléments de sur-
face dS qui constituent 5 ;

0= [ do= || B-as'= || B-as,

ofl 1 est un vecteur unitaire normal a 'élément de surface dS, suffisamment
petit pour que 'on puisse le considérer comme plan—",

I'.1. Cas d’une surface fermée

Soit 5 une surface fermée quelcongque délimitant un volume V et les vecteurs
unitaires normaux en tout point de 8 sont pris conventionnellement sortants
(fig. 14).

%

1 [




0. Contrairement & ce gui 38
passe pour ke champ magnétiqua,
o rappella gue le flux du champ
ifecirostatique i Iravers uni
surface farmée n'est nul que sile
vodume W qu'ella délimite na
comtient aucung charpe (Source de
champ élactrostatiquel. Le champ
édactrostatiqua n'est dane 8 oivon
pas & Mux conseneatil,

Fig. 16 = La surface 5 est Massem-
bage de deux surfaces ouwertas.

31. On peut imaginer qu'alle sst
engendrée par un ensemble die
lignes de champ qui $e touchen,
32 La normale somante de ks
swrlace lermée au niveau de 5,
Bt A,

|
| -.
1

.I B - .-
| |
‘ L
i | L

Fig. 17 - Tubae di champ.

Le champ magnetique posséde la propriéte trés générale suivante :

Lol 3 |

Le champ magnetique est a flux conservanl ; ¢ est-a=dire son flux 4 travers
toute surface fermée est mul
T —= —F
o= B-dS=0
aa!

F.2. Cas d’une surface ouverte

Une surface est ouverte si on peut trouver une ligne fermée {ou contour) I
sur lequel elle s'appuie. On peut toujours choisir un sens » + » pour orienter
le contour I, c'est-4-dire pour un parcours le long de I'.

Le sens de la normale » en tout point d’une surface ouverte est lié au sens
posinf chodsi pour orienter le contour sur lequel la surface ouverte § s"ap-
puie. La régle dite « du tire-bouchon * donne le sens de n'n_‘ﬁ_n_a.. 15} : en tour-
nant le tire-bouchon dans le sens positif d’orientation de T, il se translatera
dans un sens tel gque 'on peut déterminer le sens de .

Une surface fermée 5 peur érre considérée comme 1'assemblage de deux sur-
faces ouvertes S, et 5, reposant toutes deux sur le méme contour I Le vee-
teur unitaire normal »n en tout point de § est conventionnellement sortant.
Pour S, et S., le sens du vecteur unitaire normal #, et o, en tout point est
defini a partir de 'orientation choisie pour le contour I sur lequel elles repo-
sent.

Sur la fig. 16, 0n a H'L =net nr; = — n. Ecrivons la propriété du flux magné-
tique nul a travers 8 ;

. s SN s * i

9= JLE'.H dS=0=| B-ndS + ﬂg:E." ds _ﬂ-s.Blﬂ'ds 4 ﬂ;ﬂB{ n,)dS,

B
 Brrids= ﬂ;ia- 48, soit ¢, = 6.,

Le flux du champ magnétique est le méme a travers 5, et 5, : il ne dépend
gue du contour I7 sur lequel ces surfaces s"appuient, Vioild pourquoi on dit
que le champ magnétique est a flux conservanf.

F.3. Conséquence : interprétation des lignes

de champ
Considérons un tube de champ (fig. 17), c'est-a-dire un volume délimité par
des surfaces 5, §, et 5, telles que la surface 5 est tangente aux lignes de

champ en tout point'', alors que S, et 3, restent perpendiculaires aux lignes
de champ.

On suppose qu'en tout point de la section 8, (respectivement 5,), le champ
magnétique est orthogonal a 5, (respectivement 3,) et garde un module
constant B, (respectivement B.) :
i » - -
B, =B n e B, =8n,

Ecrivons la nullité du flux total a travers la surface fermée constituée par 'as-
semblage des surfaces 5, S, et 5, ;

B dS + ﬂ B- (- n)dS +ﬂ B-wdS =0,
= B2 5
BS

cequidonne BS, -BS§, +0=0,s0n B, =

F]

Chaplira & | La champ magnatigue
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Done lorsque les lignes de champ se resserrent (S, < S|, la valeur du champ
magnetique augmente. La vision d'une carte de lignes de champ magnétique
permet donc d'en connaitre la direction (celle de la angente aux hgnes de
champ) et I'évolution de sa valeur le long de la ligne de champ, selon que les
lignes se resserrent ou s"écartent.

G. Theoreme d'Ampere”

Ce théoréme est I"éguivalent en magnétostatique du théoréme de Gauss en
electrostatique. [l permet de déterminer le module B = | ﬁ” du champ magne-
tique lorsque I'on en connait la direction et le sens.

(5.1. Circulation du champ magnétique

Supposons que les considérations de symétrie et d'ipvariance ont permis de
connaitre la topographie du champ magnétique B. En un point M quel-
congue de "espace od on cherche le champ magnétique, il passe une ligne de
champ connue'', le long de laquelle on suppose que le module B du champ
magnétique B reste inchange .

On exprime la circulation C du champ magnétique B sur une ligne fermeée I
définie par une ligne de champ si les lignes de champ sont fermées '™, ou, si
les lignes de champ ne sont pas fermées, par une portion de ligne de champ
complétée par une ligne orthogonale a B en chacun de ses points. En notant
L la longueur de la higne de champ considérée :

L‘:=frﬁ-df'= J[er:u= BerI= BxL,

o la hgne 51': ::I;mmp a été orientée dans le sens du champ magnétique Bh de
sorte que B-df = B = dl.

5i la ligne de champ n’était pas fermée, alors la porton de I n’appanmanE
pas d la ligne de champ apporte une mmrihutinnpu]_l:: a la circulation, car B
et df sont orthogonaux (par choix préalable) et B-di = 0.

(s.2. Formulation du théoréme

Le théoréme d’Ampére relie la circulation du champ magnétique le long
d'une ligne ferméc (contour) I' & I"intensité 1 du courant électrique qui tra-
Verse ce contour, ou plus précisément gui traverse une surface ouverte 5
s"appuyant sur ce contour’,

Pour calculer la circulation du champ magnétique, il est nécessuire J orien-
ter le contour, Le sens de la normale en tout point de 5 est alors défini (régle
du tire-bouchon).

Les intensités des courants qui traversent S doivent érre comprées algébri-
guement ; positivement s1 la traversee a licu dans le sens de la normale, et
négativement dans le sens contraire. Ainsi, pour les intensités de la fig. 15,1,
et I, sont comprés positivernent et [, négarivement, donc :

| Bedi=p, 51, =01, -1, + 1),
: 2 :

oul,l, et I, sont positifs.

= 1)

1 Coes
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L'essentiel
 Definition
* Le champ magnétique ﬁﬁtdéﬁﬂi g partir de la force de Lorentz :
k ¥
f= gu A B.
Clest un pseudo vecteur, ou vecteur axial.
* Le champ magnétigue B. créé en un point M par une distnbution filiforme
de courants d’intensité I et se rouvant sur une ligne T s'écrit ¢
— = =k Ly by — e
| df » PM _ 1 diar _ pl dl A u L PM
n per PM? an ‘per 4 Jper ¥ PM’

Le champ magnétique B n'est pas defini sur les courants filiformes.

v Considérations de symeéirie ¢f d"invariance

* Lorsque la distribution de courants reste inchangée dans une symétrie plane,
le champ B est orthogonal 4 ce plan pour tout point du plan.

* Lorsque la distribution de courants change de signe dans une symétrie plane,
le champ B est inclus dans ce plan pour tout point du plan.

* Lorsqu’une distribution est invariante par une rranslation ou une rotation, le
module B du champ B ne dépend pas de la variable correspondante.,

¢ Flux et circulation du champ magnétigue

* Le flux du champ magnétique B & travers une surface S s'écrit ;
4= LB-dE - jjsn-nds,
oi n est le vecteur normal & 1"élément de surface dS.

* Le flux magnétique a travers toute surface fermée est nul,

* Le flux magnétique a travers une surface ouverte S ne dépend que de la ligne
fermée I sur laguelle la surface S s'appuie.

* La circulation du champ magnétique B le long d'une ligne [" s"ecrit :
C=|B-dr
i di est un élément de longueur de la ligne dont le sens dépend du choix
de I'orientation de T,
¢ Théoréme d’Ampére

Le théoréme d’Ampére relie la circulation C du champ B le long d’un
contour I et 'intensite [ (comptee positivement si elle raverse § dans le
gsens de sa normale) du courant qui traverse toute surface ouverte S s'ap-
puyant sur I :

| Bear=p N,
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Comment déterminer ’expression d’un champ magnétique ?

On cherche 1"expression vectorielle du champ magnétigue E en un point M intéricur au solénoide
présenté dans la méthode n® 1.

—p —
On admet que B = 0 a l'extérieur. Le solénoide compte »n spires par métre.

=+ Savoir faire

_--H-H-u-“ﬂ—-ﬂ-d*—i*hihﬂu-----------ﬂ

| @ Effectuer des considerations de symeétrie et d'invariance pour connaitre la topographie du
champ. En déduire le choix d’un svstéme de coordonnées (méthode n®1).

I
| I
| k- |
| @ 51 existe une ligne fermée passant par M relle que la circulaton du champ B est propor- |
| tionnelle & son module B, alors appliquer le théoréme d'Ampére. Pour trouver une telle ligne |
I fermée, chercher une ligne de champ sur laguelle B reste constant et la compléter éventuel- |
: lement avec des lignes le long desquelles la circulation de B est nulle. :
i &'l n'existe pas de telle ligne fermee, alors poser la lot de Biot et Savart qui donne 'mte-
|  grale du calcul « direct « du champ B. I
} © 5i la ligne fermée a pu éire trouvée, alors appliquer le théoréme, en déduire la valeur de B, :
I puis I'expression de B . I
I Sila lign:: fermée n'a pu étre trouvee, alors projeter 'integrale permetiant le caleul direct du |
| champ B sur les directions dans lesguelles on sait que la projection de B est non nulle. Faire i
I le calcul de chacune des intégrales (scalaires). En déduire 'expression de B . |

. S S N e e S S S S S e S e S S —— -J
-+ Application 1
En reprenant le cas du solénoide présenté dans la méthode n” 1, déterminer Uexpression vectorielle
du champ magnétique B en un point M intérieur au solénoide, On admert que B = 0 a extérieur,
Le solénoide compte n spires par metre.

Solution
i La methode n® 1 a permas de trouver E: = Bir) u' » dans un systéme de coordonnées cvlindriques
tel que I"axe du solénoide est 'axe {(Oz),

@ B reste constant lorsque r reste constant. Sur une ligne
de champ (droite paralléle 4 (Oz)), B reste constant, mais
cefre ligne n’est pas fermée. I
On construit donc la ligne fermée ACDE en complétant la ' '
pnmmdaﬁmede:hum’pﬂﬂpﬂrdeuxmtﬂﬂcetDE (

orthogonaux au champ B et par le dernier core EA le long . :
duguel B = 0, car externe au solénoide. 3 T B
On a donc une higne fermee rectangulaire, sur laquelle s"ap= k IR K‘ /
puie la surface du rectangle. Celui-c est traversé par des
spires, donc le théoréme d’Ampére va abourir.
& La circulation de ]f n'est non null::_qu: h; long du segment CD : on ordente le contour de telle
maniére que sur le segment CD = g, B et di sont de méme sens. Calculons la circulation du champ
MISRORI 3 o o L TR G e TR S o 0
CEJ;E--EH = L B'd.|‘+J‘ B-dl +L B-di +J; B-di=0+Bxa+0+10,

3 u - |

En effer, B-dl = 0 en tout point de AC et de DE et B = 0 sur EA.

Pour caleuler I'intensité gui traverse le rectangle ACDE, il faut compter les spires qui le traversent.
IlyenaN=mnxa, car # est un nombre de spircs par metre. L'intensité correspondante vaut donc




NI, soit nal, 4 compter positivement car traversant le rectangle dans le sens de la normale #. Le
théoréme d'Ampere s’écrit maintenant :

S
B:di =aB = = it = )
J; da pﬂNI ].ln,.lml,, 501t Pe”l
Finalement, en tout point intérieur au solénoide :
ﬁ — p‘}n] ﬁ:

ﬁ'\ - Le champ ne depend pas de v, ce que les considérations dinvanance ne lassaient pas prdvolr
- La longueur du segmant C n'a sucuna influence,

=+ Application 2

Déterminer le champ magnétique B {direction, sens e1 Ve
module) en tout point M de ["axe de révolution d'une spire de | \
centre O et de rayon R parcourue par un courant d'intensite [ p @
CONSTANIE, | A Fi

|
Solution L

@ On apphigue la méthode n® 1. Tout plan contenant
I'axe de révolution de la spire contient M et est plan _—
d’antisymétrie pour la spire (on montre deux plans x, AT el
et ) : le champ magnétique en M est inclus dans leur ',-"",F"'g"“';:-' mn
intersection, ¢'est-a-dire I'axe de révolution du disque. 1y IZII:.*' | M
On nomme (Oz) cet axe, 'origine O étant le centre de .7 | | } 3
la spire. A priori, on choisirait un systéme de coordon- _e:___________.:.&__,_F_;.,_________.:___,, _
nées cyvlindriques ou cartésiennes, mais la forme de la o i
distribution nous améne a préférer les coordonnées iy ;
cylindriques.
D¢ plus, la spire est invarnante par rotation autour de I'axe : ¢’est donc bien les coordonnées cylin-
drigues qu’il faut choisir, (Oz) étant 1'axe du disque autour duquel il ¥ a invariance par rotation
{axe o de révolution »).
Le point M érant nécessairement sur Paxe, la seule variable est alors sa cote z et on écrit :

g —

B(M) = B{z)u,
s0n sens ¢tant donné par la régle du tir-bouchon (B(z) sera donc positif).
& On ne connait pas la direction de ﬁ en tout point M hors de I'axe (Oz) : la topographie du,
champ est peu connue et guelle gue soit la ligne fermée choisie, on ne pourra pas exprimer B-dl.
Par conséquent, le theoréme d’Ampére ne peut pas ére utilisé ici et il faut caleuler par intégration,
a I'aide de la loi de Biot et Savart :

B =il dAPM _ ol e
E-4EJFE_1 PP 47 P 12 you PM=PM v =ru

® Le champ élémentaire dB cré¢ par I'élément de longueur
dil de la spire dans la base cartésienne est :

— sinf
avec di = Rd6 ), = Hh:lﬂ( E?B dans la base cartésienne,

LOopyrgnied materal
ALY
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— o e B
et PM = (PO +OM) =-Ri + =4 =(R§§:§
Z

dans la base cartesienne ;

— sinf@ zcosh
s 4:-&1_ Gﬂmilﬂ _Rc?lﬁ =+— i H
donc : dB AxPMC Rda - A _R:mg WVR T o) Rde m; ;

Le champ total est obtenu par intégration pour 8 variant de 04 2 :

B = m E‘mﬂdﬂ =10,

= WI=R ¥ -
B, = Ve T | 80,

RE (% IR:
e R3+3?I’Ldﬂ_ﬁﬁ.§’
: ﬁ 2 5
o S VR E a2

Mais on sait que le champ resultant est dirigé suivant (0z). Il suffit de projeter chagque champ élé-
mentaire sur cet axe pour avoir sa contribution au champ total ;

dB, = dB-if, = B (Ra0u, 1 (- R + 2] = 20 (RO + Redbid) id,

_ __uJRde
B VR

Ainsi, il vient bien plus rapidement :

e an B > 2n s mg £
- (L"B) S VRS T o S IR

On peut aussi exprimer ce champ non pas en fonction de =, mais en fonction du demi-angle o sous
lequel depuis M, on voit la spire. On voit que :

el B T
R i DRI S




servcitces

Niveau 1

Ex.1 Tore circulaire

On veut étudier le champ magnébigue réé par une
distribution de courants présente SUr un wore circu-
laire de rayon R & section circulaire de rayon a. On
note O le centre du tore et (Oz) son axe de pévolu-
tien, Une chambre 4 air gonflée; de vélo par exemple,
constitiee un el tone.

A

La disrriburion de couranms est consOiuée par un
enroulement d'un grand nombre de M spires join-
tives circulaires de rayon @ enroulées sur toute la sur-
face du tore, le sens du courant émant donné sur la
figure. Un neghgera 'epmsseur des fils. Soit M un
point quelcongue de Pespace ou l'on cherche Je
champ magnétique B créé par cete distribution.

1) Erude qualitative

a) Duel est le domaine de définoon du champ
magnetigue ¢ Dans toute la suite, on considére un
point M appartenant 4 o domaine.

b)) Quelle est la direction de B en M ? Jusufier la
rEponse,

&) Ohae vaut ﬁ au pednt O 2

d) Justfier le choix du systéme de coordonnees cylin-
drigues d'axe (Oz). De quelles) coordonnée(s)
depend le module B du champ ?

2) Montrer gqu'en tout point situe a l'extérieur du
tore, B est nul.

3) Diéterminer 'expression de B en un point quel-
congue de Pintérieur du tore,

ﬂ Chapitre & © Le champ magnatigue

Ex.2 Portion de fil

Une portion AC de fil recti-
ligne a pour longueur L et 8 |
€51 Parcouruc Par un cou-
rant dintensité | constante, il
Déterminer expression du X,
champ magnétique m:l: par A MFE\
ce sEgment en tout point M
on il est défini. On expri- B
mera en fonction des angles L Y
e, et o, definis sur la figure
ci-contre.

Ex.3 Fil et rectangle
Dvterminer 'expression du
fux ¢ du champ magné-
tigue créé par un fil recri-
ligne illimite parcouru par
un courant d'imtensicé I, &
ravers un rectangle done le f
plan contient le fil; de ]
dimensions & (paralléle au
fil} et & {perpendiculaire au i
fil), le coté le plus proche
du fil se rouvant 4 la dis-
tance 4.

L=

Niveau 2

Ex. 4 Solénoide

On considére un solénoide (fini) de longueur L et
comprenant N spires, chacune &tant parcourue par
un courant d'intensité | constante. Ces spires sont
circulaires de rayon R et sont réguliérement enrou-
lees sur un cvlindre de pévolution autour de Maxe
(z’z}). On cherche & déterminer completement le
champ magnétique en un point M quelconque de
Vaxe {='z).

1) Soit une longueur élémentaire dz de l"axe (2'z) ol
s¢ rouve le solenoide.

Quel nombre élémentaire dMN de spires se rouvent
entre la cote 2 ¢t la cote 2 + d=?

R T T o e B B
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a) Justifier gu'au point M', le champ n'ait pas de
composante suivant u, et que son module ne dépend
pas de B.

b) La distance r est suffisamment petite pour que
I'on puisse considérer que la composante de B selon
la direction de 'axe (Oz) en M’ reste inchangée et
egale a celle du champ au point M. On considére une
surface fermée élémentaire constituée par un

cylindre droit d'axe de révolution (Oz), de rayon r et
dont les bases se situent aux cotes z ot = + dz.

Montrer que le flux magnétique élémentaire dé a
travers cette surface fermee elémentaire s ecrit :

dp = ﬁd_f{% + % Bri.

¢) En déduire 'expression de B en fonction de B,
puis en foncton de ret de =

Indications

Ex. 1}

1) ¢} Examiner toutes les symetries possibles.
2y et 3) Appliquer le théoreme d'Ampeére,

Ex. 7]

I faur sommer les champs créés par les différens

fils, mais sprés avoir projeté les expressions vecto-
rielles |

Ex. 2|

Coe circuir est impossible... Effectuer un calcul direct. Ex. 8

Ex. 8 atEx.5

Faire une sommation des champs des spires, én pré-
terant ta varsable angulaire.

Ex.6

Chercher la direction du champ résultant et effec-
ruer bes quate peajection,

n Chagitie § | L= champ magnétigus

Penser a la notation « differentielle » d'une derivee :

fx) = w, uvec dx -+ 0,

dx
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Exercice 2

On commence par ¢tudier la topographie du champ magnétique, On ne
voit gqu'un plan de symétrie pour le courant et passant par M : le plan Cy
contenant le segment AC et M (figure ci-contre).
De plus, on constate I'invariance de la distribution par rotation autour
de I'axe du segment AC. On choisit donc le systéme des coordonnées
cylindriques, "axe (0z) contenant le segment AC. [
Le plan de symétrie est alors le plan (M ; o, « ), et I'invariance par rotation 7
autour de {(z) montre que la valeur B du champ ne dépend pas de 8 : |A b o
B(M) = B(r, 2)id, L] SN e
Comme les lignes de champ sont connues partout, on est tenté d"appli- 0 L’H—
quer le théoréme d’Ampére, en choisissant une ligne de champ comme v
+ contour d"Ampere .
En fait, le théoréme donnera ici un résultar faux, car pour le point M de la figure, le contour
d’Ampére serait un cercle centré sur I'axe (Oz) et le disque qui s’appuie dessus ne serait traversé
par aucun courant. On trouverait alors B =
Comme le segment est fini, on pourrait trouver, quelle que soit la position de M, une surface s"ap-
puyant sur le cercle et suffisamment « haure » pour n’étre pas coupée par le segment AC.
On concéde qu’il est impossible que B soit nul en tout point.
L'explication est que ce segment ne peut exister seul car il faut bien gue le courant vienne de
quelque part et aille autre part : on a cacheé une partie du dreuit, ce qui nous empéche d’appliquer
le théoréme d’Ampeére.
Pour ce gui est du segment, on sait que E:I:M} = Bir, s.-}li: et on applique la loi de Biot et Savart.
Unpnthdu segment Htktmmd‘unélemmtdelnngueu:df dz de 'axe. Le champ élé-
mentaire dB créé par 1’élément de courant Id{ se trouvant en P sécrit ;

pl dinPM _ ul dei APM

e ——
dn PM dn PM?

dB
Dans la base cylindrique, on a

PM = (PO + OM) = rii. — 3, avec PM = V7 + 22,
Le champ élémentaire vaut dong ;

] ¥
o Id= Trdz —
dB = : 0 ( ﬂ - :
4!‘r.$r’ + P ( 1 ]" —2] N ap

Le champ magnétique n'a donc qu'une composante. Le champ total est la somme vectorielle des
champs élémentaires créés par tous les points P de ["axe ; il s"écrit :

B R

le vecteur E: de la base cylindrigue restant inchangé lorsque le point P décrit le segment AC, vu

que M est fixe,
Chang:nnsdr.mﬁahlcmpmnuntl'm@cﬂ'.tdqu:tanl:t=£.l:lnlulm:
r
dot ds
=01+ 2 = =—,
ditana) = {1 + tan®o)do os’ce .

car r reste inchangeé.
Lorsque 3 — z,, alors & — o, ¢t 2 — 3. correspond 4 @ —» @,
rdo

cos’ot
champ peut maintenant étre calculée :

H Chapitre & : Le champ magnétigue

En substituant : z = rtana, dz = et Vil + 22 = ﬁ dans I"intégrale, la composante du




ylr d [
ol N rdoe L = 16l [ ina [ = Sl ging, -
B J:’ an| | cosie 4urll::mmd“ sinet (sinor, - sinet,).

Bl

L'expression finale du champ magnétique en M esr :

Exercice 3

En présence d'un fil rectiligne infini, le choix des coordonnées cylindriques
s'impose et le champ magnétique créé en tout point M sécrit (on pourra se
reporter aux applications 1, 2 et 3 du cours pour de plus amples dévelop-

pements) : i
. [ »
B = S r
Le recm_::g;le est orthogonal au champ E et on oriente sa normale # dans le .
sens de B, Tous les points du cadre se trouvant a la meéme distance » du fil

sont soumis au méme champ magnétique. On peut alors découper des élé-
ments de surface ayant la forme de bandes de hauteur & et d’épaisseur dr

ds = hdr,
dans lesquelles le champ magnérgue est uniforme {r ne varie pas).
Le flux élémentaire db 4 reavers une telle bande & 6ot

dg = B-dS = -Lu hclrui‘-u"‘]—dr.

r

Le flux total ¢ est la somme de tous ces flux élémentaires ©
= [qp = Hal®t *"Egﬂﬁl J***gﬂm )
¢ Jdﬁ i Eﬂ r n Jnru 2n I"{_1+a:l'

51 I'on navait pas considéré une bandelerte d*épaisseur dr, mais bien I"&lément de surface en coor-
données cylindriques, alors on aurait écrit ;
dS = drdaz,
car en parcourant le cadre, r et 2 varient. Le flux aurait pris la forme d’une intégrale double :
#b +i k
o= |[B a8 = J r_ﬂ-gftl—ru,drdzua JE% %xjmdtzﬁ'i;_hm(“%)’
ce calcul restant plus long que le précédent.

Exercices de niveau 2

Exercice 4

1} Une longueur L compte N spires. Done, dans I'élément de longueur dz, on peut décompter @
dN = % dz spire(s).
C’est une simple régle de trois.

2) 5i I'on applique le résultar de "Applicarron 2 de la mérhode
n® 2, alors le champ magnétique, Créé par une spire on un dJ
point M de son axe de révolution, vaut : \Ft 2z
i |
B= HIE;';’“ )

Exergices




ol o est le demi-angle sous lequel, depuis le point M, on voit la spire
Or, il v a dN spires, chacune parcourue par le courant d'intensité I. Le champ en M vaur alors :

_'“= E]!E'I.I'l!ll — =H Eéiﬂ!'ﬂ =
dB = dN R “ de T

3) Le solénoide est constitué de "assemblage des spires les unes contre les autres, Ainsi, le champ
total est la somme des champs créés par 'ensemble des spires :

B= Idﬁ = % u, |sin‘ads.

Il faut choisir entre les variables d’intégration o et £, L énoncé préconise de garder o. Ainsi, on note

] - % g differentiant -

que

R
-1 dm _dz . . _ dat
tan’o :u-s?u_i’m“dg__Rainlu’
il vient :
S EDE FJ‘. dix _ » H_ —%
B-_IRL u_ s.miuﬂsinzu-u—%nx = COS ul—%(m,-mmﬂ .

4) 5i le solénoide devient infini, alors &, — 0 et o, = n. Le champ magnétique vaut alors :

ﬁ:%(mm—mnjﬁ'::&g{_izubﬂﬁz,

ol H = lL"I.. est le nombre de spires par métre.

(i a bien retrouve Mexpression de 'dpplication | de la méthode n® 2.

Exercice 5

1) Tous les plans conrenant "axe de révolution du disque passent par M et changent par symétrie
le sens de rotation du disque, donc le sens du courant. Ce sont donc des plans d’antisymétrie pour
les courants.
Le champ B: eétant inclus dans chacun de ces plans, il est donc inclus dans leur intersection dqui est
I"axe (Og) :

B=Bu.

2) a) Le disque étant uniformément chargé en surface, on écrit dg = odS, o0 dS est la surface de
la couronne :

dS = drxwdb = 2nrdr et dg = 2mordr.

b) La charge a effectué un tour lorsque le disque I'a fait. La vitesse angulaire valant m, la durée

d'un wour estT = ETT.

€) Un courant dintensité di parcourant la spire, est égal au rapport de la charge qui a traversé une
section de la spire par le temps nécessaire i cette traversée

du’=%‘,1=2m:rrdrx%=mdn

3) Le champ magnétique créé par une spire de rayon r parcourue par un courant d'intensité di en
un point de son axe de révolution a déja été calculé (Applicanon 2 de la méthode n® 2). On s'en sert
pour écrire le champ créé par cette spire élémentaire ;

Chagpitre & : Le champ magnatigue




2¢ 2r v 2 Y-
Le champ magnérigue total, créé par le disque entier, est la somme des champs créés par toutes
les spires découpées dans le disque :
i?:=fd|5':= J‘“ poodrsin’o o
Pl 2 1

"o - g :
dE": ﬂldtsﬂ E:: = pooerdrsin’o - pymdrsin’a .

Mais r et o sont liés, et il faut choisir une variable d'intégration. On prendra 1"angle, plus adapté
au formulaire donné par I'éEnoncé. Le len entre o et rvient de la relation ;

r . dox dr . zdo

tangt = — , gqui donne ditana) = —= — | soit drs —
g’ 1 ( ) cose oz cosi

En remplagant, il vient : 1
— L3 — | - —% iy in?
Bill:‘l'—l'i'ﬁ:.'_‘rr drs:in’t:=-|ﬂ'ﬂu_ zdat sln’ﬂ.=-&'ﬂ—mu L 5L e
2 F len 2 ¥ le=n cosi 2 ¥ lp=p cos?n
— " o z v
E=Hﬂﬂmu[ L +EnﬁﬂJu=E&[ +W5ﬂu_2}ﬂg
2 ! eosi 0 2 cosiL, #

on o, est le demi-angle sous lequel, depuis le point M, on voit la périphérie du disque, |

Exercices de niveau 3

Exercice 6

Cherchons d'abord la direction du champ résultant B. Les deux plans contenant 1'axe {(Ox) et
paralléles aux corés du carred sont des plans d'antisyvmétrie pour le courant qui traverse le carre.
Ainsi, le champ résultant est inclus dans leur intersection, ¢ est=a-dire 'axe (Ox) :
B=Bu.

Pour calculer ce champ, on utilise le résultat de I'exercice 2 dans le but de superposer les champs
magnétiques credés par chague segment parcouru par un courant d'intensité [ Un de ces champs
a épé écrit, en coordonnées cylindriques en prenant le segment comme axe (0z) :

= . - 3

B(M) = ﬁ (simee, — sine,) . c

&

Pour ce carré, M se trouve dans le plan médiateur de chacun des segments,

on a ainsi ; 11

a it -
2CM’ ol BLL E—

o, = - {L,, avec sing, =

ou C est une extrémité du segment.
En prenant un repére cartésien d'axes paralléles aux cotés du carré, on trouve :

cM = |lcMml| = "I“j+“j+xf-'- (% 4 2 sing = ——8 o
- Ve 4 R U R ARV el

Il reste 4 exprimer la distance r = HM du point M a 1"axe du fil en foncton de x et a ;

HM = .'Iff--i- 2,
Vv 4

Le champ HTI crée par un des segments « 1 » 8" 0Tt ;




La figure ci-contre montre les deux champs _E:; et E':J créés en M par les

deux segments AC et DE orthogonaux au plan de la figure. Pour avorr le B $ B,
] 1 1
champ total, il faut projeter chaque champ B (M) sur axe (Ox). - B h!._p-*"h
La projection donne : B(M) = 4B sinB i, oli @ est représenté ci-contre, i
PR B . da i T
On a sin® SHM e , et finalement : el
2 [—+x
v 4
e 2 . N
By = ——— W ——— e R
LS x-t] 2 sx <,
(G v 2 i

Lorsque x == a, on a x* = a° et le champ se simplifie en :
By = bel@ o
B(M) = et

Nous verrons au chapitre 7 qu'un champ magnetique proportionnel a 'inverse du cube de la dis-
tance peut étre interprété comme le champ créé par un dipdle magnétique.

Exercice 7

1) L'intensité totale I est la somme des intensités qui parcourt chaque fil , donc :

. I
I=Id =r Edx = k= 2u, Aot k = —.
: = . “ 2

2) En coordonnées cylindriques, le champ magnétique créé par un fil rectiligne infini et parcouru
par un courant d'intensité [ en un point M situeé 4 la distance r du fil sécrit, en coordonnées cylin-
driques et en prenant le fil comme axe (Ozg) :

B(M) = ﬁf? i),

3) Le plan (v0Oz) est un plan de symétrie pour les courants du ruban et passe par M ; donc B est
orthogonal 4 ce plan :

g B
B(M) = B«

4) Comme il n'existe ni plan de symetrie, ni plan d'antisymetric pour les courants du ruban et pas-
sant par un point ne faisant pas partie de "axe (Oy), on ne connait la direction du champ B que
sur I"axe (Ov). Les lignes de champ sont donc inconnues et le théoréme d’Ampére ne pourra pas
étre appligué victorieusement.

I faur donc procéder par sommation. Vu les gquestions précédentes, on ajoutera les champs créés
par tous les fils découpés dans le ruban, chaque fil ayant une épaisseur infinitésimale dx.

Chaque Al est parcouru par un courant d'intensité

di = % dx . ¥a
B

et crée un champ dB en M (figure ci-contre). M
Le champ résultant est la somme de ces champs élémentaires. Comme ’ 'n"'_r:.‘--'-"' T
on connait la direction de ce champ, on n'ajoutera que les composantes dB
" u1:|'|r_'r.. », C'est-d-dire la composante selon (Ox) de chague champ éle- y B "
mentaire :

E=Idﬂtiﬂ=ﬁzr lzl'—:ﬁ:usﬂ=iﬂ‘li;r dx o, di

= r F==gi F
—— o—
I £ dx

Chapitra & : Le champ magnétiqua




Drﬂn&ﬂ=vhﬂr=1’f+_ﬁ,ﬂdnn¢:ﬂl=i§'ﬂb—rﬂ:[ x&d:-f’

2| !

B= Eﬁ [m[an{:i)rq W, = ~ gl ur-:[an{_%_\] W= ;E'E ﬂrﬂa.nl{E) .

5) Lorsque a devient infiniment grand, pour v fixe, le rapport i devient infini et :

arcmn{.”;] =
o y! 2
Le champ &’écrit alors :

B =;§-~£ o

ol & est une densité de courant réparti sur un plan. On peut faire une analogie avec I'électrosta-
tique pour ce qui est du champ créé par un plan uniformeément chargé avec une densité o :
3
E=——.
2e

"

. . ar e |
Dans cette analogie, p, joue un role équivalent a .
o

Exercice B

1) Le champ magnétiqgue créé en un point M de 'axe de révoluton {Oz) d'une spire circulaire de
rayon R, centre O et parcourue par un courant d'intensité 1 vaut ;

. R " F H[SCII'I"E( ]
B= .EIKLF.’ rapeT u, ou B= IR s

ol o est le demi-angle ou I'on voit la spire depuis le point M.

2) a) Le plan contenant I"axe (Oz) et le point M est un plan d’antisymétrie pour le courant de la
spire. Donc E{M 1 est inclus dans ce plan qui s f::nL, en coordonndes cylindrigues, (M ; u u B

Le champ EI:M ) n'a donc pas de composante selon ua

De plug, on constate 'invariance par rotation autour de "axe (Oz), donc |IBtM®) || ne dépend pas
de 8, variable de cette rotation.

b) Le cylindre est représenté ci-contre ]
avee des dimensions agrandies par rap- I
port 4 la réalite afin de rendre le x, M /

schéma plus lisible. : ~I

Lz cylindre est une surface fermee, _ﬁ/’ [F /

constituée des bases £ (4 la cote z) et -
I, (a la cote = + dz) et son enveloppe \ 0 ] n . ‘
E}. Le flux magnétique & est égal 4 la l =Ad e

somme des rois flux @

L T A K e dz sids

Pour calculer chague flux, on tient compte de la composante du champ qui est colinéaire a la nor-
male x de la surface considérée. Il s"agit de la composante axiale E pour les bases 3 er X, et de
la composante radiale ]3r pour Penveloppe L, :

¢z, = B.:- u'..;is =-mB (=) ; 4}12 = ﬁ:- ﬂ;dS = nr'B (z + dz) ; q:h = E+_- n:dS = 2rrB d=.
dB

= nr’[B (z + dz) - B (z)] + 2rrB_dz = nr? %Ez- dz + 2rrB dz = rrids I{F + %B}

F-:I:.":":PE T




On a en effer reconnu la définiton de la dérivée car de peut étre aussi pent que 1"on veut, et on g
remplace la dérivée partielle par une dérivée totale car B_ ne dépend que de =.

¢) La surface de ce cvlindre étant fermée, le flux est nul :

:I r dB.

0 donne B = - =,
r 2 ds

i
& =nrids [%‘ + -:-B,

. _ IR- _

Avec B _L_El"&" T on calcule ;
B=_1 dB, _ _ SulR'rs

’ 2 dz  4VRI4 2P

On vérifie que lorsque r=0,ona B = 0.

it




R S——

CHAPITRE

"/ Mouvement de
particules chargées

Introduction

Cest dans les grands accélérateurs de particules que des découvertes fondamentales sur la
structure de la matiére ont été faites : les chocs de particules ont permis de mettre en évi-
dence les guarks dans les années 70. Le but de ce chapitre n'est pas de reprendre une érude
des chocs entre particules dans les accélérateurs, mais de comprendre comment les parti-
cules chargees se meuvent lorsqu’elles sont plongées dans un champ électromagnétique.
La force de Lorentz, trés supéricure au poids, met les particules en mouvement ou modi-
fie leurs mouvements. Le champ électrostatique permet d’augmenter leur vitesse, le
champ magnétique les dévie.

A partir d’hypothéses simplificatrices (champs uniformes et stationnaires), ce chapitre
permet de comprendre les causes du mouvement de particules chargees.

Plan du chapitre 7
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1. Moug svons digd renconing |es
deux termes de cette force. La
force de Couwlomb ast en fait une
peartse di la force générale de
Lorantz.

2. Le modude da la witesse des
particules reste frés petit dewant la
witesse o g la lemigre dans e vide
le=3-10"m-5"}

3. Lie réshbrentiel tesrestre peut dure
considaré commea galiléan pour ce
fun et di itude du mouseme
de particubas chargées. En effet. 1a
dusrée de certa sde n'excéde
jamais quelgues secondes, dunie
négligeabls devant celle
caracténsigue de ratatan

de la Tarre.

4 Voir Nexercice 1 dont les
résultats permetient de justifer
CEitn approximation

5 Iy & « statsgise = dans

« ghecirostatique », ¢'esl-d-dirg
indépandant du temps.

& 5i E ot , sont colinéaires, alors
il'y & una infinité de chaix
passibles pour (02 ; s E et ¥ ne
sont pas colingaires. alors iln'y 2
ou'un saul choix pour {02,

A. La force de Lorentz

C'est la force qu'exerce un champ électromagnétique sur une charge élec-
trique ¢. Son expression générale’ comprend les effets du champ électrique
E et du champ magnétique

Le champ électromagnétique {E', F:} exerce sur une particule de charge g
el possedant la vitesse v'la force de Lorentz :
fkfﬂ-'rl:E en newton (M)
¢ charge en coulomb (C)
f=g(E + ¢ A B) E champ électrostatique (V-m-)
v vitesse (m-s ')
B champ magnétigue (1)

Pour érudier le comportement des particules chargées sous I'action de cette
force, on se place dans le cadre de la mécanique newtonienne, ou classique®.
On appliquera le principe fondamental de la mécanique (PFD) a la particule
dans un référentel galiléen, et en excluant tout changement de référentiel’.

Dans les etudes suivantes, on néglhgera I'action du poids dont le module reste
négligeable® devant celui de toute force electromagnétique électrique ou
magnétgque,

B. Champ électrostatique uniforme

La particule chargée est plongée dans un champ électrostatique E uniforme’
et on néglige la pesanteur. Ce mouvement est étudié dans le vide.

B.1. Equations horaires et trajectoire
On écrit le principe fondamental de la dynamique (PFD) pour la particule
chargée de masse m et de ::hn:ge g

ma = _.|" qE smta—%

Le mouvement de la particule est umfﬂrmemtm accéléré.
Pour déterminer le vecteur position r = «DM de la pnrur:ult, on intégre deux
fois 1’mrprcssmn précédente, puisque @ = _dv et v= dr’,

dr dr
‘ﬂ-jfl'* ﬂn.uuuu-ﬁ:-ﬂ] est la vitesse initiale ;

"

. P= —%E 1* + g + 1, ol 1, = rit = 0) est la position initiale.

Comme la force _r?= qE est uniforme, 1a trajectoire de la particule reste dans
le plan (M, ; f» ¥), ot M, est le point définissant la position de la particule
a I'instant initial,

Pour tracer cette trajectoire plane, on peut changer d’origine du repére et
choisir M, comme nouvelle origine, puis prendre comme axe (Ox) la direc-
tion de E : E = Eu, et enfin faire en sorte” que I'axe (0z) soit orthogonal
aux vectcurs E= Eﬂ: et :_":.

Chapitre 7 : Mouwsamaent de particules chargies




1, La trajectoire est donc plane o
riectiligne, arthogonale & [axe (02
judicieusament choisi.

B. Dans les chambries & browillard
ou les chambres & bulles, ona e
trach des trajectoires [circulainas
o parabaoligues) des particules,
Cela permet de remonter @ des
comnaissances sur la paricula
lanargie, rapport gim,..), at par
exgmple séparer des isotopes.

8. Cest la démansiration classique
du théoréme de I'énergie cimatigue
&n mécanigue du poirt

10 U'ensemble de ces rédultats
fi'ecst wvalable que dans be cadre de
la mécanique classique (non
relativista). On proposs, dans
lexereice 2 d étudier bes limies
quantitatrwes de cette hypothise,

. q o A1 " -+
On peut alors projeter la relanon vectorielle précédente, avec r, = 0,

— —
o, = u Fu

» —F_ .|..+ " b 5 I é - h. - .
L= i, €1 P = xu + yu , pour obtenir les équations horaires :

0 =25 0k 00 5 30 = 0,8

On trouve I"équation de la trajectoire par élimination du temps ¢ = X

Y
x{!':|=—EE— r 4 Yo

p— .

oy
51 Uy, * 0, alors il s’agit d'une parabole ; si ty, = 0, alors c’est une droite’ :
I"axe (Ox),

Une particule chargée plongée dans un champ électrostatique uniforme
décrit une trajectoire parabolique si la vitesse initiale et le champ électro-
statique ne sont pas colinéaires, une droite décrite de maniére uniforme-
ment accelérée dans le cas contraire”,

B.2. Etude énergétique

La puissance P de la force de Coulomb vaut : P = qf~ v. Elle est non nulle :
I'eénergie cinétique de la particule chargée change lors de son parcourt.

On rappelle que la variation d'energie cinétique entre deux points M, et M,
du parcours est obtenue en intégrant la puissance précédente

ma = m%=j:
or P =fr'l- = m%'ﬂﬁ % f% m'r.iz], SO0t

Loz - L oz 2w, = [(qE-dr'= - o geidv-dr= (v, -V
g M2 T M S WS | gETer= g gradihdr= olF, V).

51 la particule se déplace vers les potentiels décroissants (V, > V), sa charge |
étant positive (g > (), alors la vitesse de la particule augmente, le travail de f
est positf et le déplacement de la particule est spontaneé.

On peut aussi écrire :

%nlu§+q‘b’:=%mﬁ+q\?, =E +E,.

On retrouve le fait que 'énergle mécanique est conservée, vu que la seule
force qui travaille est la force de Coulomb, conservative et associée d I'éner-
gie potentielle éectrostatique’™ :

EI1 = gV, provenant de _sz - grEdEr.

La vitesse © de la particule chargée varie au cours de son déplacement, car
celui-ci &' effectue dans le champ d'énergie potentielle Er = gV.

Cours




11, Lexereicn 1, par ses
applications nsménques, nous
garantit I'effet ndgligeabls du
paoids devant la force de Lorantz.

12. On peut taupolrs choigir [
[0x prthogonal aw plan (0 ;;EI
£ esl-d-dire Bun deux vectours

Bt

¥

.
e

v |

-
=
0 5 ]
Fig. 1 - Le champ magnitiqus B
est portd par (02,
172

C. Champ magnétique uniforme

La particule chargée est plongée dans un champ magnétique B uniforme et
stationnaire, la pesanteur restant négligée''. Il n'y a pas de champ électrosta-
tique. On considére que le mouvement a lieu dans le vide,

C.1. Equations horaires et trajectoire

On choisit le repere de telle fagon que le champ magnétique B uniforme soit
porté par I'axe (Oz) : B = Bu, avec B > 0 (fig. 1). La particule se trouvant
au point O i "'origine des dates ¢ = 0. On choisit la position des axes (0x) et
(Oy) de telle maniére que la vitesse initiale o, = o{r = 0) soit un vecteur du
plan (Oyz) -,

(C.1.1 = Lois horaires du mouvement
On écrit le principe fondamental pour la particule chargée de masse m et de

. charge g

ma'=f=qva B.

Exprimons les vecteurs dans la base cartésienne :

de,
e 0 0 B
v, . v, o
FU}];E'd—:E;H'D ;Elrr-.ﬁ=:.rpnﬂ=—B;J
v, ' B v, B 0
do,
d'rl
et donc, en les projetant sur les axes :
do,
* sur (Ox), nl?:qﬂ'u:; (1)
d
ssur (Oy), m—_*=-gBv,; @
o -|:|'er_':II
« sur (02, ik (3

En dérivant 1"équation (1) par rapport au temps et en combinant avec (2),
on obtient I"équation différentielle vérifice par v, :

d*y dv, §¢B _ dw -
m-—s =qB?:—— v, soit 7 +%—ﬂ,-ﬂ.
e méme, en dérivant (2) et en utilisant (1) :
d*e de, B . dw B
md—f——ﬂﬂﬁ—— ﬂJ'MIE_i'L+ it 1:_,|,=EL

Les deux composantes v, et v, de la vitesse satisfont la méme équation dif-
férentielle du second ordre i coefficients constants et sans second membre,

En posant m=ﬂ,g;:mdtu:hnmugtm 8 une pulsation et appelée pulsation
cyclotron, les suf;ﬁnns de ces équations s"&crivent :
v, () = Acos{ow) + Hsin{ow), v (f) = Deos{we) + Fsin(ae), v, = G,
oh A, H, D, F et G sont cing constantes déterminées & partir des conditions
initiales :
plr=0=0, vir=0)=ycosd et vlr=0) =050,

Chapitre 7 : Mowvament de parficules chargaes
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Fig. 3 - La partscule M| décrit
une hélica de pas p.

14 La force na travaille pas, mais
change la direction du vecteur
witessa, $ans an changer ke
module. N'oubons pas gue powr
un mausement circulaire unstorme,
I'sccélération n'est pas nulle,

Chapatre 7 - Mouvemant de particules chargées

Compte tenu des équations horaires et du cercle cy:crithdam le plan (Oxy),
on voit que ox représente physiquement 1'angle (CO, OM), ou M est le point
auquel se trouve la particule chargée a 1'instant ¢ > 0.

Lz pas de I'hélice est la distance parcourue le long de 1'axe (Oz) lorsque le
point M a fait un vour (fig. 3) :
.o 2 mt, .
Fo =2m,z=p= g—= g,
ur o = 21, 2 = p = 800 < 4B sin

Lorsque sin = 0, ¢'est-a-dire lorsque les vecteurs B et r._l; sont orthogonaux,
le pas est nul et on retrouve le fait que la trajectoire est alors circulaire.

C.2. Etude énergétique
La puissance P de la force de Lorentz vaut :
P=g(va B)T'=0.

En effet, le produit vectoriel ¢ » B est orthogonal a chacun des deux vecteurs
qui le constitue, done & v, et le produit scalaire avec v est nul.

Par conséquent, la force magnétique ne travaille pas et I"application du théo-
réme de I'énergie cinetuque entre deux points M, et M, de la wajectoire

donne : .
-;- mu — % mi; = W= JL Pdr = 0, soit ©, = v,.

Le mouvement d'une particule chargée plongée dans un champ magne-
tique uniforme et stationnaire s'effectue i vitesse v constante' ',




L'essentiel

¢ Champ électromagnétigue th, HI:}

Le champ électromagnétique EE, ﬁ}l exerce sur une particule de charge g et
possédant la vitesse 'la force de Lorentz :

F= B +En .
¢ Champ clectrostatique E

* Dans un champ électrostatique uniforme E, une particule chargée g décrir

— une trajectoire parabolique si la vitesse initiale et le champ électrostangue
ne sont pas colinéaires ;

—une droite de maniére uniformément accélérée i la vitesse initale et le
champ électrostatique sont colinéaires.

* La vitesse v de la particule chargée varie au cours de son déplacement, car
celui-ci 8'effectue dans le champ d’énergie potentielle E =gV.
¢ Champ magnétigue B’

* Dans un champ magnétique uniforme ﬁ, la particule chargée décrit :
- une hélice circulaire de pas constant avec une vitesse angulaire constante
W= %’E &1 la vitesse initiale n'est pas orthogonale au champ magnétigue ;
— un cercle de rayon R = fg— dans un plan orthogonal au champ magnétique
si la viresse initiale est orthogonale au champ magnétique.

* Le mouvement d'une particule chargée dans un champ magnétugue uni-
forme et stationnaire 5 effectue a vitesse o constante.




Mise en ceuvre

Comment déterminer le mouvement d’une particule chargée dans
un champ électromagnétique ?

S0it une particule de masse m et de charge ¢ plongée dans un champ électromagnétique uniforme
[E. E}. Compte tenu de conditions intiales données, déterminer la trajectoire décrite par cetre par-
ticule.

=+ Savoir faire

Lo B kiR __E___N__J__N__ N __§ N % N _§ _J§_ N R & & _E N -----------‘-1

I @ Faire un bilan des forces. I

L7 Ecrirnlcpr’m::ipeﬁmdammul de la dynamigue (PFDY). Le projeter sur les trois axes et obte- I
nir I'éguartion différentielle que satisfait chacune des composantes de la vitesse de la particule. I
© Ecrire la solution générale de chacune des équarions différentielles précédentes. Comprer les I
constantes qui Sont apparues, I

I
2 Exprimer les conditions initiales. Vérifier qu'il ¥ en a autant que de constantes d'intégration, |
puis déterminer les constantes et écrire les lois horaires de chacune des composantes de la |
vitesse, :
@ Intégrer ces composantes pour obtenir les lois horaires de la position de la particule. Les |
trois constantes sont calculées en unlisant la position initiale. |

| I
| @ Tracer la trajectoire, commenter éventucllement. |
L-__—— ______ —-—_——-——m—---n-m---------d
-+ Application ¥

Déterminer la trajectoire décrite par une particule de masse m et de
charge g > 0 plongée dans un champ électromagnétique uniforme

E = Eu et B = Bu, sachant qu*i 1 = 0, elle se trouve i I'origine O w0

du repére et sans vitesse initiale. D L e—
R E ¥

Solution

© L poids est négligeable devant toute force électromagnétique. La seule force qui s'applique est
la force de Lorentz généralisée ;
f=g(E + ¥ B).

& Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :
m%=f'=¢{]?r+ 7 A B).
Pour projeter cette équation vectorielle sur les axes (Ox), (Oy) et (Oxz), on projerte chacun des vec-

teurs en les exprimant sous forme de « vecteurs colonne »
v, " E o 0 . o, (i Bu__
'r_.r'(i.i'r); E({]] ; B(ﬂ) :FnBI(ﬁT)n(ﬂ]n(—Bv,].
v, 0 B v, B 0
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B
ﬂnp:mmaintmmtécﬁulﬁhlnhmdnmmpmmﬂdehm:

iy = % ﬂn(% r}, v, = % [., 1+ m(ﬂ r)] et o =0,

s (i=0)=0donne C=0 et {:‘D]‘ﬁdmuﬂ"

@ 11 reste 4 intégrer les trois composantes de la viresse

‘Ilpﬁlﬂﬁﬁdt%=ﬂﬂtﬂ“;

JE:—E =E'- ﬂ) =— DUG{EE 2%
1 v (1) Elm{m g'intégre en x(r) 5 t}+l‘: 3
-ﬂy—zg[_ E:E'_ H_E ME 1 LE. ¥,

1+cna[:m:} donne w(r) B‘+qB:' ( )+D,
ou A", B” et C" sont trois constantes que 1'on détermine en utilisant la position initiale,
A Pinstant ¢ = 0, le point est 4 I'origine O du repére, ce qui permet d'obtenir :

H_mE B
=1, —'-'ﬁ; et =10

Les lois horaires de position sont :

- o8] f

i T mE _gﬁ
W =-Eo = /|

sz =0
@ Les éguations horaires ne font pas apparaitre une trajectoire
classique (cercle, ellipse ...).

On peut tout de méme voir qu'elle est plane, car contenue dans
le plan (Oxy).

On utilise une calculatrice numerigue pour la tracer et on recon-
nait une cycloide.

! " Laméthode proposée n'ast pas |a seule possible. Uexarcice 3 propose une autre méthade pour résoudre la
mima proféme {aus conditions initiales présl, ot lexercice 5 fournit une troisidme méthode en wtilisant les
npmbres complexes.

51 I'on compare cas rois méthedes, an vol que calle devaloppee ici propose do dériver la witesse, puls de
Fintégrer par la guite * la composante de la vitesse virifia alors une dquation différentielle du second ordra
En résplvant cetta aquation différentiells du second ordre, on a intégré deux fois. Cette méthode peut
paraitra intile ou lourde; mais possede Favantage de ne faire intervenir que des equations différentielles
connues dont on sait écnre directemeant la solution

La méthode proposés dans l'exercice 9, améne & opérer un calcul plus court, vu que Fon ne dérive pas pour
intigrer pas la suite, Lo difficulté réside dens le fait gue I'équation différentielle oblenue n'est plus o clas-
sigue », car le second membre est une fonction du temps - on ne paut plus en ecrirg « directament = la solu-
tian ganerala. | faut donc mafnser de maniire plus approfondia 'outil mathématique, ou avoir das indica-
tigns complémentaires.

Enfin, la méthode gui utilise les nombres complexes lexercice 5] est trés rapide dans be cas du mouvement
d'une pariicule dans un champ magnétiqus - on obtient une équation différentielle du premier ordre, &
résoudre dans le corps des complexes. Mais larsgqu'il y @ superpositton avas un champ elactrostatique, le
raitement par les nambres complaxes ast plus déhicat.

Ces trois methodes étant phifesophiquement trés différentes (la premiére, s plus longue, ng procure que des
agualions conmues Bt Na réServe aucune mauvaise surprise | la deusieme, plus rapide, laisse résoudre des
eguations diffdrentielles ples originales | ia woigiéme nous impose de maitriser les nombres complexas), il
comient de les pratinuer toutes les trois afin de faire 2om choix
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ercices

Niveau 1

Ex.1 Valeur limite du champ électrostatigue
On souhaite connaitre la valeur limite E du champ
électrostatique pour laquelle le poids n'est plus negli-
geable. On considére un électron de masse m et de
charge g = — ¢,

Pour quelles valeurs de E le poids depasse-t-il le cen-
tieme de la force de Coulomb #

Faire I"application numérique .

Dioredes

m=91-10"kg; g=98l m-s7; ¢e= 1,6-10-" C,

Ex.2 Vitesse relativiste d'un électron

On considére un électron de masse m et de charge
g=—-e

1} On souhaite connaitre la valewr limite LT de la ten-
sion pour laguelle un électron, initialement sans
vitesse, acquiert une vitesse relativiste. Pour quelles
valeurs de U la vitesse de 1'électron depasse-t-elle le
centiéme de la vitesse ¢ de la lumiére ¥

Faire "application numérique.

Diowprades

m=91-10"kg; g=HBl m-s?; ¢= 1,6-10-" C.
Befaire I'application numérigque pour un proton de
masse m"= 167107 kg,

2) On applique la rension mtf:nu
trom, puis celui-ci quitte la région o0 existe le champ
electrostatique et enire dans une region ou régne un
champ magnénque B orthogonal au wecteur vitesse,
Powr quelles walewrs de B le poids depasse-t-il le cen-
tiéme de la force de Lorentz ?

Faire 'application numérique pour ["électron, puis
pour le provon, Conclure,

pour accélérer 1'élec-

Niveau 2

Ex.3 Un cyclotron

Le cyclotron est schéema-
tisé ci-contre, On likche au
point O une particule de
charge ¢ > 0 sans vitesse
imitale, et on cherche a
CONNaiire son mouvement
ulegrieur. En wvue de des-
sU8, les zones demi-circu-
laires sont plongées dans un champ magnétique uni-
forme de module B, et entre ces zones, une bande de

largeur  est plongée dans un champ electrostatique
de module E, mais dont le sens change :

IEIl = IZ,]l =®.
1) Quelle est la nature da mowvement de la particule
dans la région @ avant gu'elle ne pénétre la région @
ol regne le champ magnetique # Calculer la vitesse o,
de la charge g lorsquelle pénérre dans cette région 3.

2) Drans ceme région @, guelle est la nature do mou-
vement ? Déterminer la trajectoire parcourue ainsi
Que &Cs CAracleristiques.

3) Lorsque la particule penetre dans la région @,
guelle est sa viresse ? Lorsqu’elle en sort, quelle est sa
VILESSE ©, 7

4) Aprés n passages dans une des régions © oo &,
quelle est 1a vitesse ¢, de la particule et les caractéris-
tiques de la rajectoire parcousue dans celle des
régions (2 ouw @ dans laquelle elle se trouve ¢

5) On peut mesurer le temps passé par la particule
dans M'une des régions @ oo &, Monrer gque cette
dures reste constante au cours du mouvement et per=
met de calculer le rapport gl

Ex. 4 Trajectoire d'une particule

O cherche la trajectoire décrite ¥

par une particule de masse m et

de charge g = 0 plongée dans un ,'I

champ électromagnétque sta- |

tonnaire e wniforme ! I]d'} —
E'=Eu: el Ii=Bu:, f H =

sachant qua ¢ = O, elle se trouve a "orgne O du
repire e avec la vitesse inigale : t'r:, = f.luf.l:.

1) Ecrire les équarions différentelles couplées saris-
faites par les composantes du vecteur vitesse,

2y Drérerminer la lod horaire x(1),

3} Om utilise les nombres complexes pour trouver les
deux autres lois horaires : on pose @ = v, + jv,, o0
==L

a) Frablir I"équarion différentielle du premier ordre
verifiee par [

b} Eeésoudre cette équation.

¢} En déduire les lois W) et ={f).

43 Tracer allure de o trajectoire,

Niveau 3

Ex.5 Conduction du cuivre

Omn érudie dans ce modéle la conduction dans les
meétaux (1c1, ke cunvre), La portion de conducteur étu-
dite est rectiligne et cylindrigue de ravon R,

e n




La densité du cuivre est d et sa masse molaire ato-
migque M. On note ™ le nombre d'Avogadro. On sup-
pose que chague atome de cuivre peut hibérer un
electron de conduction de masse m et de charge
g =—e& Onnote p,la masse volumigue de I'eau.
Données -

¢ = Lo 10" C, W = 6,02- 104, M = 63,5 g-maol,
R=05mm,E=10V-m',d=8%95 p,=1kgL",
= 2210 kg, m= 9,1 101 kg,

1) Dérerminer I'expression de #, nombre de porteurs
de charges mobiles par unité de volume. Faire I"ap-
plication numérique.

2} On suppose que le courant dans le conducteur est
imposé par une source de tension continue : le
champ élecrrostangue E dans le cuivre est uniforme
et statonnaire, On modélse les interactions entre le
réscau cristallin et les charges mobiles par une foroe
de frottements de type fuide et de coefficient h.

a) Quelle est Méquation différentelle vérifide par la
vitesse v d'une charge mobile ?

b} Montrer qu'aprés un régime transitoire dont on
déterminera 'ordre de grandeur de la durée 1, la
vitesse de la charge mobie devient égale 4 une
constante ¢, dont on donnera I'expression. Faire les
applications numérigques, Discuter,

3) Dans toure la suire, on se place en régime perma-
nent établi. On étudie dans certe question la densité
de courant dans le cuivre,

a) Pendant un intervalle de remps élémentaire de,
quelle charge dg traverse une section droite 5 de ce
conducteur ?

b} En déduire la densivé de courant § définie par la
quantitd de charge qui traverse "unité de surface du
conducteur par unite de temps,

4) La conductivité ¥ du cuivre est définie par la rela-
ton ;7 = ¥E, Calculer cette grandeur dans ¢ modeéle
ETOssier,

Comparer avec la vraie valeur ¥ = 5,8-10° S-mi,
Conclure.

Ex.6 Vitesse et trajectoire d'une particule
On considére une particule de masse w et de charge
¢ > 0 plongée dans un champ élecrromagnétique sta-
tionnaire et uniforme :

Ig= Eu: et B= Bu:.
sachant qu'a r = 0, elle se trouve a l'origine O du
repére et avec la vitesse initiale :

% = vyl

1} Déterminer les équations différentielles sarisfaites
par les composantes du vecteur vitesse,
2} Trouver la loi =(1).
3) Intégrer une fods les deus équations Festantes, &1
calculer les constanres d'intégrarion grice aux condi-
tions mmitiales.
4} En dédwire 1'éguarion différentielle du second
ordre satisfaite par la coordonnée .
5) Ecrire la solution générale ¥,(0) de I'équation pré-
cédente sans second membre, puis chercher une
solution particuliére v, (1) de I'équation « compléte »
sous la forme d’un polyndme du premier degré (loi
affine du temps].
) Herire la solution générale wr) de |"équation de la
question 43 et calculer les constantes d'intégration.
7} En déduire la loi x(f).
8) Tracer I"allure de la trajectoire.

Indications

[
Appliquer l2 théoréme de I'énergie cindtigque.
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Solutions des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

La force de Coulomb a pour intensité, r:rur un électron :
I
F

F= = |g|E = ¢E.
Le poids P = mg dépasse un centiéme de la force de Coulomb lorsque P > %, SOIL
E < 100mg

&
AN.: E<56-10°V/m.

Cest une valeur extrémement faible. Les champs clectrostatiques résiducls dans 'air ambiant

| ont un ordre de grandeur de quelques valts par métre, et ceux avec lesquels on crée les mouve-
ments de particules afin de les érudier sont bien supérieurs. Le poids reste donc infinitésimal
devant toute force de Coulomb.

Exercice 2

1) On applique le théoréme de 'énergie cinétique entre 'état initial dans lequel est I'électron au
repos et I"étart final dans lequel il posséde la vitesse v aprés avoir ¢0é accéléré sous la tension U :

] R A - _ Y
| Smvi-0= [ - oH-dl= | cpriav dF'= oV, V) = eU,soie v = |25,
{}némdiclccasnﬁ:ﬂ=\ll'%u}ﬁ,mru}z*’:j‘;ﬂ

AN, : pour I'électron U > 25,6 V et pour le proton 1T > 47 kW,
Il est donc rrés simple de rendre un électron relativiste, ce qui est plus compliqué pour le pro-

Ton.
) . . o, .
2) On applique la rension L' = 1000 a la particule, avec :
mict . [ el
U= = .
2100 > T 210

| e .
Onaalors : —my? =" = soit v = 9,510 m-s! .
2 2107 !

Certe vitesse ne dépend pas de la masse et sa valeur est la méme pour I'électron et le proton, au
wvu du cahier des charges.
La valeur de la force de Lorentz ¢st : F = evB, le poids valant P = myg.
Le poids dépasse le centiéme de la force de Lorentz lorsque :
pig > %,snilﬂ o %ﬁ-
AN. : pour I'électron B < 5,9 100" T et pour le proton B < 1,1 10T,
Dans les études du mouvement des particules, on travaille avec des champs magnétiques néces-
sairement supérieurs a 0,1 T, afin de négliger I'effer du champ magnétique terrestre dont 'ordre

de grandeur est de guelgues 10% T. Le poids reste donc trés négligeable devant la force de
Lorentz.

‘‘‘‘ - 181
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Exercices de niveau 2

Exercice 3

1) Le poids étant négligé devant la force électrostatique, on écrit ma' = q_E',. et donc "accélération
as= <& est uniforme. Comme la vitesse initiale est nulle, la primitive de I'accélération est :
m —
w=iE
m

Le mouvement est donc rectiligne uniformément accéléré,
Prenons I'axe (Ox) dans le sens du mouvement ; la position est :

x{:}=§%:*+:{:=ﬂ}=-§%ﬁ,

Lorsque la particule atteint la limite de la région 3, x = d, et donc :

I_\| ii'E-‘

| 24Ed.

Laﬁtﬁsemutﬂm:u]=v(r,}=5§r,=
L 1.,!' m

2y La particule pénérre dans la région 3 dans laguelle régne un champ magnétique uniforme avec
un vecteur vitesse orthogonal au champ magnétique.
Le probléme se situe dans le cadre du cours, paragraphe C, avec 8 = 0 (on n’en rappelle que les
resultats, la démonstration étant consultable dans le cours).,
Le mouvement est circulaire et effectué a vitesse uniforme et le rayon du cercle est donné par :
R="To= 0L
gB 4B

3) Compte tenu de ce qui précéde, la vitesse n'a pas changé dans la région @ et lorsque la parti-
cule pénétre dans la region @, sa vitesse est v, = b

Y om
Dans la région &, le mouvement de la particule reste uniformément accéléré, mais la vitesse ni-
tiale est v, la vitesse finale étant nommée ¢,. On applique le théoréme de I'énergie cinétique entre
les deux positions extrémes, ¢'est-a-dire a 'entrée et a la sortie de la région @. La force électro-
statique effectue un travail moteur W (positf) que 1'on exprime :

w:L.;E-J:.;Exm:qu,

et le théoréme de 'énergie cinétique prend la forme :
L e — % mo? =W = gEd, soit o} = o + 42 = MEL
2 2 L i

—
Au final : v, = ,ll% :

4) La particule a effectué deux passages dans 'une ou I'autre des régions @ ou @ et sa vitesse et :

v,= [MEL oy AW

m \l F
Lorsquelle n'avait effectué qu’un seul passage, elle valair ;
o= E—Ed = |'I] E
N om ¥

H Chapitra 7 © Mawvament de particules chargées



A chague passage, son énergic cinétique augmente de la quantité W, de sorte qu'aprés n passages,
ona: 1 =
—mr=nxW,doncov=v = ,'—"q— -
2 Ty oom
5) Aprés n passages dans "une des régions @ ou @, la particule effectue un mouvement circulaire
uniforme dans 1'une ou I"autre des parties @ ou @, Le rayon de ce cercle esrt :
_ m,

R,=" 5"
Dans la région @ ou @ dans laquelle la particule se trouve, elle effectue un demi-cercle de rayon
R, i la vitesse v_. Le temps mis pour faire ce trajet est :

s ) n s
[ = —Rﬂ, c'est-d-dire § = — x =2
; v, g¢B gB
. - n
Cette durée est indépendante de ». Lorsqu'on la mesure, on peut remonter au rapport -i— = B

Exercice 4

1) Le poids est négligeable devant toute force clc::tmmagnenque l{.:_'.l" exercices 1 et 2). La seule
force qui s'applique est la force de Lorentz g:n:rallsc:j q{E. + 7 B]l
Le principe fondamental s"écrit : .
i d?: = f'= q'I:E:+ T ET}
Pour projeter cette équation vectorielle sur les axes (Ox), (Oy) er (02), on exprime chacun des vec-

teurs sous forme de vecteurs colonne :
v, _(E ‘B 'v,\ (By [ O
w'(uv);, E v,}ﬁ(n =[Bf.i'= ),
T, | v, | 0 - B |

D) ; E:[ﬂ) ;-zr'nl?:=
{"- {"-

puis on les projette sur les axes :

- B dﬂ‘_ E: 1
tmtx},mdr-q - (1)

d
= sur (Oy), m {:— =gBv ; (2)

du,
« sur (Oz), m E == qB:.' (3)

2) L'équation différentielle (1) peut étre résolue directement :
=E=£-El:+ﬁ er x(rj=£r=+m+h‘.
= de ] 2w
o A et A" sont deux constantes que 'on détermine en utilisant les conditions initiales.
A I'instant initial t = 0, ona x = 0 et % = (), ce qui donne :
A=A=0 et x(0) =-EE;:=_
2w

3) a) 1l faut faire apparaitre @ = ¢_+ fv. Vu les membres de droite des équations (3) et (2), en
multipliant (2} par - 7 et en ajoutant les deux équations membre 4 membre, il vient :

du, de do de . gB
& —£ = - aB o+ t— —_—= 4 —= 4 =0,
md:md gBlv, + jv_), soi de qBﬂuum mﬂ
b) On a obtenu une équation différentielle du premier ordre 4 coefficients constamts du type
I:IT +— d @ = 0 et dont la solution est :

Q@i = K: , ou K ¢st une constante,

Exmrescos “
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